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������� 	
�� ������ 
 ����٢٠١٨  - ��������� � !����  

  ! � )  3ا������ ا�ول : ( 

    ���	� ����� ������ ���� �)$# ا�"!�ء ا�����ب إ� , i, , )O j k
� ��

)، ���	� ا�"�%�  )S ()ھ��2,1)ا��# �, 2)Ω  و
 �+����  

)و ا�����ى  3
��وي  )P  �./ا���ر �0 ا��( 1,0,3)A ,4,0)و  − 3)u −
�

 2��� ������ �+���  

)0�6 أن ���د�� ��"�%�  )1  0,5 )S  : #2ھ 2 2
4 2 4 0x y z x y z+ + − − − =  

8/9 �0 أن ���د�� د
%�ر�� ������ى  )2  0,5( )P  : #4ھ 3 13 0x z− + =  

  

  
0,5  

أ. 8/9 �0 أن :  )3
2 4

1 ( )

2 3

x t

y t

z t

 = + = ∈ = −

ℝ  ��/����� ي��6را�� ;���)ھ�  و ا����دي  Ωا���ر �0  ∆(

 ���( )P  

/�ط? ا����/�� Hب. <�د إ<�ا=��ت ا��/.�          0,5( )و ا�����ى  ∆( )P  

0,25  4(  A�>أ. أd( , ( ))PΩ  

)ب. 0�6 أن ا�����ى          0,75 )P  �%�"�� س���( )S  ھ��
�9 ��
 �./� #$  

  

  ! � )  3ا������ ا�$#!� : ( 

0,75  1(  �
2 ا����د�� : ℂ<; $# ������ ا��Cاد ا��/�
2 2 4 0z z− + =  

  2(  ���	� ����� ������ ���� �)$# ا�����ى ا��/�ي ا�����ب إ� , , )O u v
� �

 ، 

1)2ا��# �A  �+/9 ���	� ا��/.� )a i= و زاو
�O  2ا��وران ا�Eي ��()ه  Rو    −
3

π

  

� ا�G%; ا�����# ا���د   . أ  0,25�� A�)أa  

  
0,5  

8/9 �0 أن �89 ا��/.�   . بB  �./رة ا���IA  ���6ورانR  2ھ�(cos( ) sin( ))
12 12

b i
π π

= +  

1cا��# �C �+/9أ. ���	� ا��/.�  )3  0,5 i= 2. 0�6 أن  + 2
2 3b c− =  

OCاJزا<� ا��# ���+�+�  ��t%0   . ب  0,5
����

. 0�6 أن    J�6tزا<�  Bھ# �Iرة  D، و ا��/.�  
OD b c= +  

2ج. اK���L أن          0,5 3OD BC× =  

  

  ! � )  3ا������ ا�$#�% : ( 

   �12
��9ي ��Iوق ��  : #�

�%0 ا�����) O����6 �+��6 ��ز�� (��  P ة��9; (;  3((�ات <��اء 
  1وا<�ة ��+� ا���د 

  2�اء �9; (; وا<�ة ��+� ا���د Q!(�ات  6و  2(�ات <��اء �9; (; وا<�ة ��+� ا���د  3و 

�0 �0 ا���Sوق ، و ���	� اC<�اث ا������ : �) ���T  ���G� A9ا��U و 

"A  ا���د O"� نV�9 0��) ��B  0"و   "ا��S9ل ���) �     " ���X"�# ا���نا��S9ل ��


��وي  C"و  ��+����� 0
V�9ن ��د 0��) �    " 3ا��S9ل ��
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1,5  

)0�6 أن  )1 ) 13

22
p A )و  = ) 6

11
p B =  A�>أ �=( )p C  

  
0,5  

)أ. 0�6 أن  )2 ) 3

11
p A B∩ =  

  ���/Vن  ؟ ��; �ZاB . Y6و  Aھ; ا��9=�ن   . ب  0,5
V�9ن �"O ا���د . ����B أن ا��9ث  )3  0,5 0��) �  �8/9 ، أ<�A ا<���ل ا��S9ل ��

  

  ا������ ا��ا() : ( ! '�#ن ) 

:أ. 0�6 أن ا��ا��  )1  0,5
x

H x xe֏  ا����� ���Iدا�� أ( ): 1
x

h x x e+֏  ���ℝ  

  
0,5  

)اK���L أن :   . ب )
1

0

1
xx e dx e+ =∫   

  

1  
2(  A�>اء ، أ(ZC�6 ����%� ل����L�6( )

1
2

0

2 1
xx x e dx+ −∫  

  

 ) : 
�*+�  ! � )  9ا�

  I.  0%��g  ا����ل �[ا��ا�� ا���د
� ا����$� �� [0,+∞ : #�
 ��63 2
( ) 1 2 ln ( ) 2 ln( )g x x x x= − − + 

� ا����ل  gا���ول ��Z	2 ھ� �Zول \��ات ا��ا�� ��] [0,+∞  

0,25  1(  A�>(1)أg    

  
  

� (; �VQ 0�(x)g  0ل ھEا ا���ول <�د إ��رة  )2  0,5��] و  0,1[

[ [1,+∞  

II.  �
[ا����$� ��� ا����ل  ���f	� ا��ا�� ا���د [0,+∞ ��6

 : #�
 
2

2

1 1 ln( )
( )

2 2

x
f x x

x x

 = − + +   
  

$# ���� ������ �����  fا����9� ا����; ���ا��  (C)و ��0% 

( , i, )O j
� �

  

limأ. 8/9 �0 أن :  )1  0,5 ( )
x

f x
→+∞

=+∞  

  
0,5  

)0�6 أن ا����/��   . ب )D  2ي ���د��E1ا�

2
y x= −  �  ∞+6��ار  �(C)/�رب �����9

)<�د ا��_? ا���	# �����/�� ج.         0,25 )D  �  (C)و ا����9

0�6 أن  )2  0,75
0
0

lim ( )
x
x

f x
→
>

  و أول ھ����L ا������  ∞+=

  

1  
أ. 0�6 أن     )3

3

( )
( )

g x
f x

x
′ =  ;%�x  0�] [0,+∞  

� ا����ل  0�6f أن ا��ا��   . ب  0,5�� ��Sb��] � ا����ل  0,1[�� �
�
]و )ا [1,+∞  

� ا����ل  fج. _? �Zول \��ات ا��ا��          0,5��] [0,+∞  

)أ�dG $# ا�����  )4   , i, )O j
� �

)ا����/��   )D  �  ) 1cm( ا��<�ة :    (C)و ا����9
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0,25

0,75  

  

  

  

  

  
0,75

0,75

0,75  

III.  �
ا����$� ���  ���h	� ا��ا�� ا���د
] [0,+∞  : #�
 ��6( ) ( )h x f x x= − 

(1)أ. 8/9 �0 أن  )1 0h = 

C)ا���Z ;%G	2$#   . ب )h
ھ� ا�����; ا��	���# ���ا�� 

h. 

)<�د إ��رة  )h x  0� ;) ���] ]و 0,1[ [1,+∞  �=

]�0 ا����ل  xاK���L أ�2 �%;  [1,+∞  ��
��
( )f x x≤  

2(  �
)���	� ا�������� ا���د )nu  : #�
 ا����$� ��6 

0
u e=  و

1
( )n nu f u+ =  ;%�n  0�ℕ  

���6 0�61�Z? أن :  )1 nu e≤ ≤  ;%�n  0�ℕ 

)0�6 أن ا��������  )2 )nu  Y�%�
 ) . ��Sb��
 ) ب). )III  (1ا����Lل ����� ا��fال 

)اK���L أن ا��������   . ج )nu  �+�
��/�ر�6 =� <�د �+�
.  

  

  

  

  01/�. ا������ ا�ول : 

  

)��	�0 أن ���د�� ��"�%�  )1 )S  : #2ھ 2 2
4 2 4 0x y z x y z+ + − − − = 

                     

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

( , , ) (S) ( 2) ( 1) ( 2) (3)

4 4 2 1 4 4 9

4 2 4 0

M x y z x y z

x x y y z z

x y z x y z

∈ ⇔ − + − + − =
⇔ − + + − + + − + =
⇔ + + − − − =

  

  

2(  ��
��(4,0, 3)u −
�

� ا�����ى  �� ������ �+���( )P 

)إذن ���د�� د
%�ر�� ������ى  )P  : ;%� ��� A�%4. 0. ( 3). 0x y z d+ + − + =  

 ��
)و �� 1,0,3) (P)A − ).4إذن :  ∋ 1) 0.(0) ( 3).(3) 0d− + + − + 13dأي :   = =  

)و �����6# ���د�� د
%�ر�� ������ى  )P  : #4ھ 3 13 0x z− + =  

  

3(  ��
,4,0)أ. �� 3)u −
�

� ا�����ى  �� ������ �+���( )P  ��
)و �� )∆  �)���دي �� )P  

,4,0)إذن     3)u −
�

  �+Z�� �+��� ��/�����( )∆  

    ��
,2,1)و �� 2) ( )Ω ∈ ∆   

)إذن ���; �6را���ي �����/��    )∆  : ;%� ��� A�%

(2) (4)

(1) (0) ( )

(2) ( 3)

x t

y t t

z t

 = + = + ∈ = + −

ℝ  

y=-1/2

(Ch)

2 3 4 5 6 7 8

2

3

4

5

6

-1

0 1

1

x

y
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و ��2 :    
2 4

1 ( )

2 3

x t

y t

z t

 = + = ∈ = −

ℝ  ��/����� ي��6را�� ;���)ھ�  )و ا����دي ���  Ωا���ر �0  ∆( )P  

  

  ب. 

                           

2 4

1
( , , ) ( ) (P)

2 3

4 3 13 0

2 4

1

2 3

4(2 4 ) 3(2 3 ) 13 0

2 4

1

2 3

3

5

H

H

H H H

H

H

H

H

H

H

H

x t

y
H x y z

z t

x z

x t

y

z t

t t

x t

y

z t

t

 = + =∈ ∆ ∩ ⇔  = − − + =
 = + =⇔  = − + − − + =

 = + =⇔  = − − =

  

2و ��2 ا��/.�  19
( ,1, )

5 5
H

)ھ# �/.� /�ط? ا����/��  − )و ا�����ى  ∆( )P  

  

أ.            )4
2 2 2

4(2) 0(1) ( 3)(2) 13 15
d( , ( )) 3

5(4) (0) ( 3)
P

+ + − +
Ω = = =

+ + −
 

)dب. ��6 أن  , ( ))P RΩ =   h�> )R  �%�"ھ� ���ع ا�( )S  نj$  ( ى���ا��( )P  �%�"�� س���( )S  

� ا�����ى  Ωو �/.� ا����س ھ# ا���/k ا����دي ���/.�     ��( )P  ��/��ط? ا���/)أي �/.�  و ا�����ى  ∆(
( )P  

2ا����س ھ#  و #�����6 �/.�     19
( ,1, )

5 5
H

−
  

  

 

  01/�. ا������ ا�$#!� : 

  

1(  #$ ;9��ℂ  : 2ا����د��
2 2 4 0z z− + = 

 : ��
��2
( 2 2) 4(1)(4) 8∆= − − =−  

  $jن �����د�� <��0 �/�
�0 ���ا$/�0 >∆��60 أن 
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2 2 8 2 2 2 2
2 2

2 2

i i
z i

− −
= = = 2أو       − 2 8 2 2 2 2

2 2
2 2

i i
z i

+ +
= = = +  

}و ��2 :   }2 2; 2 2S i i= − +  

  

2(  ��
1)2أ.   �� ) 2 2a i i= − = −  

����a  :2ر ا���د     2
( 2) ( 2) 4 2a = + − = =  

� ا�G%; ا�����# ا���د     �� A�%��a  :  

  2 2
2 2 2( ) 2(cos( ) sin( )) 2(cos( ) sin( ))

2 2 4 4 4 4
a i i i i

π π π π− −
= − = − = − = +  


�� ا��/.�   . ب��( )B b  �./رة ا���I( )A a 

30إذن :  .( 0)
i

b e a

π

− = −  

إذن : 
( )

3 3 44 12.2 2 2
i ii i

b e e e e

π π ππ π−−
+

= = =  

)cos)2و ��2 :  ) sin( ))
12 12

b i
π π

= +  

أ. ��
�� ����L�6ل ��bV ��ا$� :  )3

2 2 2 3 1
(2(cos( ) sin( ))) 2 (cos(2 ) sin(2 )) 4(cos( ) sin( )) 4( ) 2 3 2

12 12 12 12 6 6 2 2
b i i i i i

π π π π π π

= + = + = + = + = +

   : ��
2و �� 2 2
(1 ) 1 2 2c i i i i= + = + + = 

2و ��2 :    2
2 3b c− =  

  


�� ا��/.�    . ب��( )D d  رة�I #ھ( )B b  �>زاJ�6t  #ا�� �+�+���OC
����

 

0إذن : 
OC

d b z b c b c= + = + − = +����  

0ODو ��2 :  d d b c= − = = +  

  

2ج.        2
( )( ) 2 3 2 3OD BC b c b c b c b c b c× = + × − = + − = − = =  

  

 

  01/�. ا������ ا�$#�% : 

  

�0 �0 ا���Sوق�) ���T  ا����� : �6��G� A9ا��U و 

 0%��Ω  �6��ه ا��Eن إ�%����ت ھ�)  

 : ��
��2

12
66card CΩ= =  

1( "A  ا���د O"� نV�9 0��) �   "ا��S9ل ��
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  أو   

  

  ��
��2 2

3 9
3 36 39cardA C C= + = + =  

39إذن :  13
( )

66 22

cardA
p A

card
= = =

Ω
  

"B  ا���ن #�"��X� 0��) �     "ا��S9ل ��

    و 

  ��
��1 1

6 6
6 6 36cardB C C= × = × =  

36إذن :  6
( )

66 11

cardB
p B

card
= = =

Ω
  

"C  وي��
 ��+����� 0
V�9ن ��د 0��) �   " 3ا��S9ل ��

   

   و  

  ��
��1 1

3 9
3 9 27cardC C C= × = × =  

27إذن :  9
( )

66 22

cardC
p C

card
= = =

Ω
  

"أ.  )2 A B∩   ا���د O"� نV�9���X� 0"�# ا���ن و �) � "ا��S9ل ��

      

  و                

��
��    ( ) 1 1

3 6
3 6 18card A B C C∩ = × = × =  

إذن  
( ) 18 3

( )
66 11

card A B
p A B

card

∩
∩ = = =

Ω
  

  


��   . ب��( ) 3

11
p A B∩ )و    = ) 13 6 39

( )
22 11 121

p A p B× = × = 

)��6 أن  )( ) ( )p A B p A p B∩ ≠ × 0��/��� ��l 0�=�9ن ا�j$  

3( ( )

3

( ) 111
6( ) 2

11

B

p A B
p A

p B

∩
= = =  

  

1 1 

2 

2 

1 

2 

2 2 
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  01/�. ا������ ا��ا() : 

  

 أ.   )1

o :
x

H x xe֏  � ℝ(��اء دا�����V� 0���6�b 0/�ق ���  ��V� ��6�bℝ/�ق ��

o  0%��x∈ℝ 

 : ��
��( )( ) ( ) ( ) ( ) 1.e . 1 .
x x x x x x

H x xe x e x e x e x e′ ′ ′ ′= = + = + = +  

)إذن :  ) ( )x H x h x′∀ ∈ =ℝ  

:و ��2 ا��ا�� 
x

H x xe֏  ا����� ���Iدا�� أ( ): 1
x

h x x e+֏  ���ℝ   

  

)  . ب ) [ ]
11 1 1

1 0

00 0 0

1 ( ) ( ) 1. 0.
x xx e dx h x dx H x xe e e e + = = = = − =  ∫ ∫ 

2(  A�9��( )
1

2

0

2 1
xx x e dx+ −∫ 

                                      
2 ( ) 2 2( ) 2 1

( )( )
xx

U x xU x x x

V x eV x e

  ′ = += + − ⇔  ′ ==  
  

( ) ( )

( )

1 11
2 2

00 0

11
2

0 0

2 1 2 1 (2 2)

2 1 2 ( 1)

(2 ) ( 1) 2( ) 1

x x x

x x

x x e dx x x e x e dx

x x e x e dx

e e

 + − = + − − +  

 = + − − +  
= − − − =

∫ ∫

∫  

  

  

 : 
�*+�  01/�. ا�

I.   

1( 3 2
(1) (1) 1 2 ln (1) 2 ln(1) 1 1 2(0) 2(0) 0g = − − + = − − + = 

2(   

o  ا����ل ���] ]0,1: 

 ��
��0 1x< �  gو  ≥�� �
�
)ا] ]0,1  

)إذن :  ) (1)g x g≤  

)و ��2 :  ) 0g x ≤  

o  ا����ل ���[ [1,+∞: 

        ��
��1x≥  وg  ��� �
�
)ا[ [1,+∞  

)إذن :  ) (1)g x g≥  

)و ��2 :  ) 0g x ≥ 
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II.   

أ.           )1
2

2

1 1 ln( )
lim ( ) lim

2 2x x

x
f x x

x x→+∞ →+∞

 = − + + =+∞  
 

Cن :                      
2

1
lim

2

1
lim 0

2

ln(x)
lim 0

x

x

x

x

x

x

→+∞

→+∞

→+∞

 − =+∞ = =

  


�� :          . ب��
2

2

1 1 ln( )
lim ( ) ( ) lim 0

2 2x x

x
f x x

x x→+∞ →+∞

 − − = + =  
 

Cن :                    
2

1
lim 0

2

ln(x)
lim 0

x

x

x

x

→+∞

→+∞

 = =

  

)إذن ا����/��  )D  2ي ���د��E1ا�

2
y x= −  ��9����  ;U�� رب�/�(C)  6��ار+∞  

[ج.    ��0%         [0,x∈ +∞  

                             : ��
��
2

2

1 1 ln( )
( ) ( )

2 2

x
f x x

x x

 − − = +   
  

�0 ا��ا_m أن :                      
2

2

1 ln( )
0

2

x

x x

 + >  
  

[إذن :                         [ 1
( 0, ) ( ) ( ) 0

2
x f x x∀ ∈ +∞ − − >  

                          �
��Z $�ق ا����/��  (C)و ��2 اا����9( )D  

   

2(            
2

20 0
0 0

1 1 ln( )
lim ( ) lim

2 2x x
x x

x
f x x

x x→ →
> >

 = − + + =+∞  
 

Cن :                        

0
0

20
0

2 2

0 0 0 0
0 0 0 0

1 1
lim

2 2

1
lim

2

ln(x) 1 1
lim lim ln(x) lim lim ln(x)

x
x

x
x

x x x x
x x x x

x

x

x x x

→
>

→
>

→ → → →
> > > >

 − − = =+∞        = × =+∞ =+∞ =−∞         

  

��6 أن      
0
0

lim ( )
x
x

f x
→
>

=+∞  �0
/	; �/�ر�6 ���د
� ���د��j$(C)  2ن ا����9x =  
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[��V� ��6�b/�ق ���  fأ. ا��ا��  )3 [0,+∞ 

    0%��] [0,x∈ +∞ :  

     : ��
��  

                    

2

2

2

2 2

4 2

3 2

3 2

3

3

1 1 ln( )
( ) ( )

2 2

(2 ) ln( ) ln( )
1 2

(2 )

1
ln( )

4 ln( )
1 2

4

1 1 ln( ) ln( )
1 2

1 2ln( ) 2(ln( ))

( )

x
f x x

x x

x x x

x x x

x x
x xx

x x x

x x

x x x

x x x

x

g x

x

 ′ ′= − + +   

′ ′ = − + × ×  

× −
= − + × ×

−
= − + × ×

− + −
=

=

  

إذن :        
3

( )
( )

g x
f x

x
′ =  ;%�x  0�] [0,+∞  

[��%0    . ب [0,x∈ +∞  : 

   ��
��
3

( )
( )

g x
f x

x
′ =  

j$3ن  <��60x أن  
0x >  

)و ��2 إ��رة   )f x′  ھ# إ��رة( )g x  

  ) 2و <�A ����� ا��)ء اCول : ا��fال  

o  ا����ل ���] ]0,1  ��
�� :( ) 0g x )إذن  ≥ ) 0f x′ ��f  ��Sbو ��2  ≥ 

o  ا����ل �]و �� [1,+∞  ��
�� :( ) 0g x )إذن  ≤ ) 0f x′ 
� fو ��2  ≤�
)ا 

 

  : �Zfول \��ات ا��ا��  ج.     

               
  

4(    
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III.   

(1)أ.  )1 (1) 1 1 1 0h f= − = − = 

 :hا�.�bV �0 �	��ن ا��ا��   . ب

o  ا����ل ���] ]0,1  :(C )h

��Z $�ق ��9ر ا�I�$C; إذن :  ( ) 0h x ≥  

]و ��� ا����ل              [1,+∞  :(C )h
n9 ��9ر ا�I�$C; إذن :   �Z�
( ) 0h x ≤  

o  : ج����LPا 

)��6 أن  ) 0h x � ا����ل  ≥��[ [1,+∞  

)$jن  ) x 0f x − � ا����ل  ≥��[ [1,+∞  

]�0 ا����ل  �x%; و ��2  [1,+∞  ��
��( )f x x≤  

1أ. ��	����6 0�6 0�Z? أن :  )2 nu e≤ ≤  ;%�n  0�ℕ 

o  ;Z0�0 أn= : 

 : ��
��
0

u e=  

إذن : 
0

1 u e≤ ≤  

o  0%��n∈ℕ 

�1"��ض أن :  ⊲ nu e≤ ≤ 

و �	�0 أن :  ⊲
1

1 nu e+≤ ≤ 

 ��
>1�A اP$��اض �� nu e≤ ≤  

� ا����ل  fو ��6 أن ا��ا�� �� �
�
)ا[ ]1,e  

j$(1)ن :   ( ) ( )nf f u f e≤ ≤  

(1)و��6 أن  1f و  =
1

( )n nu f u+ )و   = ) ef e ]�0 ا����ل  C )xن �%;  ≥ [1,+∞  ��
��( )f x x≤ (  

$jن : 
1

1 nu e+≤ ≤  

(D)

2 3 4 5 6 7 8 9-1

2

3

4

5

6

-1

0 1

1

x

y
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o  : أن K�����1 nu e≤ ≤  ;%�n  0�ℕ 

  

)��	�0 أن ا��������   . ب )nu ��Sb�� 

 0%��n∈ℕ  

��61 أن  nu e≤ ≤  ;%�n  0�ℕ  ;%� وx  0 ا����ل�[ [1,+∞  ��
��( )f x x≤  

)$jن  )n nf u u≤  

و ��2 
1n nu u+ ≤  ;%�n  0�ℕ  

)و �����6# ا��������  )nu ��Sb��  

  

)ج.    ��6 أن       )nu  رة ����6د�\S� و ��Sb��)$jن  ا��������  1 )nu �6ر�/��  

             �
)���9د �+� )nu  

            : ��
��[ ]0
1,u e∈  و

1
( )n nu f u+ =  ;%�n  0�ℕ  

o f  ا����ل ��� ��S��[ ]1,e 

o [ ] [ ](1, ) 1,f e e⊂ 

o  ا��������( )nu �6ر�/�� 

 �
)إذن �+� )nu  ھ# <; �����د��( )f x x=  

( ) ( ) 0 1f x x h x x= ⇔ = ⇔ =  

limو ��2 :  1n
n

u
→+∞

=  

  

つづく 

 


