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Exercice 1 :

Déterminer la limite de la suie (u,)définie par : (VaeN): u, = 1—%—%—2—17 .............. —3—1”
Exercice 2 :
Déterminer la limite de la suite (,) dans les cas suivants :
2 n
1 un:Sn +3 > :7n+(—1) 3. un:czs(n)
2n—"17 4 5n+3 n +3
4. y=—>2 4y L 1 T
! \/l—i—n2 \/Z—i—nz \/3—|—n2 Nn+n?
5 un:i
3" 4+4x5"

Exercice 3 :

Considérons la suite (u,)définie par : u, =10 et u, :%un +% pour tout n de N

1. Montrer que : u, >9 , pour tout n de N
2. Montrer que (u,)est décroissante , puis déduire qu’elle est convergente.
3. Onpose, v,=u,—9 pourtout n de N

a- Montrer que (v, )est une suite géométrique

b- Calculer v, en fonction de n

c- Déduire u, en fonction de n, puis calculer lim u,

n——+00

Exercice 4 :

Considérons la suite (u,)définie par : u, =3 et u,,, = 12 —8u,

pour tout n de N
—3u,

1. Montrer par récurrence que : u, >2 , pour tout n de N

n

2. Onpose: v =—u 5 pour tout n de N

n

a- Montrer que (v, )est une suite arithmétique
b- Calculer v, en fonction de n
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c- Déduire u, en fonction de n, puis calculer lim u,

n—+00

Exercice 5 :

_|_

Considérons la suite (u,)définie par : u, =2 et u,,, _Tu, +2 pour tout n de N

2u +7

n

1. Montrer par récurrence que : u, >1 , pour tout n de N
2. Montrer que (u,)est décroissante et qu’elle est convergente

3. Onpose: v == 1 pour tout n de N

n

a- Montrer que (v, )est une suite géométrique

b- Calculer v, en fonction de n
c- Déduire u, en fonction de n, puis calculer lim u,

n——+00

Exercice 6 :
_4x+3

Considérons la fonction f définie sur 7 =[0,1]par: f(x)= e~
X

1. Etudier les variations de f sur /=[0,1]
. Montrer que f(I)CI

1

2
3. Etudier la position de (C,)avec I’axe (A):y=x sur I=[0,]]
4. Considérons la suite numérique (u,)définie par : u,=— et u,,, = f(u,) pour tout n de

N
a

b

Montrer que 0 < u, <1, pour tout n de N

Etudier la monotonie de (u,)

(@]
1

Calculer lim u,

n—-+00

kskk
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Corrigé de I’exercice 1 :

Soit » un élément de N

Ona: unzl—l

AL |
Et puisque : 1+[1]+[1]2 I +[1]n1 - 1_[3] :g[l_[l]"] _3_3[1]"

3) (3 3 1_[1] 21 13)) 2 213
3
Alors : u, SR E ] :l-l—l 1
312 213 2 213
1 . (1)
Ona: —1<§<1 donc lim |—| =0
n—-+00
. . 1
Et par suite : lim u, =—
n—-+00 2
Corrigé de I’exercice 2 :
2 3 3
L. limu — lim 223 lim ") fim nx— = 400
n—too " n—+oo 2p —"7 n—+00 7 n—+00 7
n2—] 2——
n n

Car: lim n=+4o0 , limi:O et limzzo

n—-+00 n—+o00 I’l2 n—+o0o p

2. Soit n un élément de N
Tn—1 < <7n-|—1

Ona: <u, < (car —1<(-1)"<1)
Sn+3 5n+3
Puisque lim n-l_7 et lim Jntl_7
n—toeSp+3 5 n—+o5p+3 5

Alors lim u, :%

n—+o0
3. Ona,pourtout n de N : —1<cos(n)<1 et n’+3>0

<u<1

Donc : (VneN) TS S

Puisque lim ——=0 et lim 21 =0
n—+oo n +3 n—+oo n +3
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‘ n—-+00 n—-+00 3" _|_ 4><5"

Et par suite : lim u, =0

n—-+oo

. Soit n un élément de N*

Pour tout ¥ de N tel que 1<k<n ,ona:

1<k<n < l+n*<k+n*<n+n’

& \/l+n2§\/k+n2§\/n+n2
1 1 1
< <
\/n—i—n2 _\/k—i—n2 _\/l—l—n2

Donc:zn: ! <

=

Donc :

Puisque : lim

n n
et N’

Alors : lim u, =1

n—-+oo

. . 3" +5"
lim u, = lim —————= lim

n—-+00 5

Car : ( puisque —1<§<1 donc lim [E] =0)

Corrigé de I’exercice 3 :

4/13

> Pour n=0:
Ona u,=10
Donc u, >9
> Soit neN
o Supposons que : u, >9

o Montrons que : u,,, >9

n—+00 5n [3 n 4] n—-—+00 [

1. Montrons par récurrence que : u, >9 , pour tout n de N
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un+1 - 9 = HMn +§ -
19 19
17 153
= —u _——
19" 19
= 1—7(un — 9)
19

On a d’apres I’hypothese de récurrence : u, >9

Donc u,-9>0
Donc 1—7(un —-9)>0
19

Donc u,,, >9

Et par suite u,,, —9

>0
> On conclut que : u, >9 , pour tout n de N

2. Soit n€N
Ona:
17 18
un+1_un = _un+__ n
19 19
-2 18
== —Uu ——-
19 " 19
-2
= Z2(,-9)
19

5/13

Puisque u, —9>0 alors I—gz(u —-9)<0

Donc u,,, —u, <0 , pour tout n de N

Et par suite (u,)est décroissante .

 Puisque (u,)est décroissante et minorée alors (u,) est convergente .

a- Soit neN
Ona
Vo = Uy =9
= Ly, -9)
19
_
19 "
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Donc: v, :%vn pour tout n de N

Et par suite (v, )est une suite géométrique de raison g= % et de premier terme

Vo=uy—9=10-9=1
b-

n

Onav =y, [% pour tout n de N

n

Donc v, :[% pour tout n de N

> Ona: v, =u,—9 pourtout n de N

Donc : pourtout n de N

Et par suite : u, = [%] +9 pour tout n de N

n

=0

> Puisque —1<%<1 alors lim

n—-+o0

Et par suite lim u, =9

n—-+00

Corrigé de I’exercice 4 :

> Pour n=0:
Ona u,=3
Donc u,>2
> Soit neN
o Supposons que : u, >2

o Montrons que : u,,, >?2

n+l
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12 —8u, —8+6u,
4—3u,
4—2u,
4—3u,

—2(u, —2)
4—3u,

On a d’apres I’hypothese de récurrence : u, > 2

Donc u,—2>0 et 4—3u, <—-2<0
—2(un—2)

4—3u,

Donc >0

Donc u,,,—2>0

Et par suite u«, , >2

n+1

> On conclut que : u, >2 , pour tout n de N

2. a- Soit neN
ona:

>

un+1

n+1
un+1 - 2

12 —8u,
4—3u,

12 —8u, —8+6u,
4—3u,

12 —8u,
4—2u,
—2(4u, —6)
—Z(un —2)
4u, —6
u,—2

7/13
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>
by — 4u —6 . u,
n+1 n L{n . 2 L{n . 2
3u,—6
N u,—2
_ 3w, —2)
u, —?2
= 3

Donc, v,,, —v, =3 pour tout n de N
Et par suite (v, )est une suite arithmétique de raison r=3 et de premier terme

u, 3
u,—2 3-2

VOZ

b- Ona: v =v,+nr pourtout n de N

Donc : v, =3+3npour tout n de N

C_
> Soit neN
Ona:
v, = 2 & uy,—2v,=u,
u,—2
S ouy, —u, =2,
< u,(v,—1)=2y,
2v,
&S u,=
v —1
2(3+3
Donc un:M
(3+3n)-1
Et par suite : u, = 6+on pour tout n de N
2+3n
> lim u, = lim 27— 2

n—+o00 n—-+00 2 _|_ 3n
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Corrigé de I’exercice 5 :

1. Montrons par récurrence que : u, >1 , pour tout n de N

> Pour n=0 :
Onau,=2
Donc u, >1

> Soit neN
o Supposons que : u, >1

o Montrons que : u,,, >1

Ona:
Tu, —1—2_1
2u, +7
Tu, +2—2u,—7
2u, +7
Su,—5
2u, +7
5(u, —1)
2u, +7

un+1 - 1 =

On a d’apres I’hypothese de récurrence : u, >1
Donc u,—1>0 et 2u,+7>9>0

Donc 5(u, -1) >0

n

Donc u,,,—1>0

Et par suite «,,, >1

> On conclut que : u, >1 , pour tout n de N

2.
> Soit neN
Ona:
Uy —u, = M_ n
2u, +7
Tu, +2—2u’ —7Tu,
B 2u +7
2(1—u7)
2u, +7
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Puisque u, >1 alors 1—u’ <0 et 2u, +7>0
2(1—u?)
Donc ——+<0
2u, +7

Et par suite u,,, —u, <0 pour tout n de N

D’ou (u,)est décroissante

> Puisque (u,)est décroissante et minorée alors (u,) est convergente

a- Soit neN
Ona:
un+1_1
u,, +1
Tu, —l—2_1
2u, +7
Tu, +2
2u,+7
Tu,+2—2u,—7
Tu, +2+2u, +7
Su, -5
u, +9

vn+1 =

+1

u, —1
u, +1

5
= =X
9

= —V

9 n

Donc v,,, zgvn pour tout n de N

Et par suite (v, )est une suite géométrique de raison ¢ :g et du premier terme

-1 2-1 1

T ug+1 241 3

Vo

n

b- Ona v =y, [g pour tout n de N

n

Donc v, :l[é
319

pour tout n de N

> Soit neN
Ona:
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u —1
v, =—* < uy,+v,=u,—1
u, +1
S u,—uy =v +1
s u,(1-v,)=v,+1
v +1
& u, =-"1—
I—v,
fi-
Donc u, = —, pour tout n de N

m

> Puisque —1<§<1 alors lim [é] =0

n—+oo| Q
sy
Donc lim u, = lim 9—n:1
n—+o0 n—+00 1 5
G
319

Corrigé de I’exercice 6 :

1. Ona festdérivable sur 7 =]0,1]

Soit xe1=10,1] :
S
!/
Ona: f'(x): 4x+3 _ 3 4 2
3x+4 (3x+4)
Donc : f’(x):ﬁ pour tout x de 7 =[0,1]
X+

Puisque : f/(x)>0 pour tout x de 7=[0,1] alors f est strictement croissante sur

1=[0,1]

2. Ona: festcontinue et strictement croissante sur I =|0,1]

Done £(1)= 7 (01) <[ (0} ()= 2.

Et par suite f(7)C1
3. Soit xe7=101] :
Ona:
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4x+3
f(x)—x - 3x+4_x
Ax+3-3x>—4x
- 3x+4
3(1-+7)
- 3x+4
Ona: xel=[0,1] donc 1-x*>0 et 3x+4>0
3(1-x7)
Donc ———~2>0
3x+4

12/13

Donc f(x)—x>0 pour tout x de 7 =10,1]
Et par suite (C f> est au-dessus de (A):y=x sur 7 =|0,1]

a- Montrons que : 0<u, <1, pour tout n de N

> Pour n=0 :

Ona:uO:l
2

Donc: 0<u,<l1
> Soit neN
o Supposons que 0<u, <1
o Montrons que 0<u,,, <1
D’apres I’hypothese de récurrence , on a u, €1
Donc f(u,)e f(I)
Donc u,,, € f(I)
Et puisque f(7)c1I ,alors u,, €1
D’ou 0<u,,, <1
> On conclut que 0<u, <1, pour tout n de N

b- Soit neN
Ona f(x)—x>0 pour tout x de 7 =10,1]

Et comme u, €1, alors f(u,)—u, >0
Donc u,,, —u, >0 , pour tout n de N

D’ou (u,) est croissante

c- Ona: u(,:%el et u,., = f(u,) pour tout n de N
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> fest continue sur / =[0,1]

> f(I)cI

> Puisque (u,) est croissante et majorée alors elle est convergente
Donc la limite de (u,) est solution de I’équation f(x)=x
Etona: f(x)=x & x=-1 ou x=1

Puisque 0<u, <1, alors 0< lim u, <1

n—-+00
D’ou lim u, =1

n—-+00

"

220K
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