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	 ���م ر�����

	ا�  

2017ا
���� ا����را��   

 ����   ن  4,5:  1ا��

)���� أن    ), ,+×ℂ و أن ��د	�� ���( )( )2 , ,M + ⋅ℝ  و أن �����)%$	ء "! ��  )( )2 , ,M +×ℝ  ��&��� وا��  

  )�� ��	د��� و )�� �	"�� . 

 : *$�
1 0

0 1
I
 =    

و  
0 3

1 0
J

 − =    
)و   )

3
,

x y
M x y

y x

 − =    
  +,�( ),x y  -"2

ℝ  

)و  ) ( ){ }2M , / ,E x y x y= ∈ℝ  

)%$	ء "! �� �E -" �01/�- أن  .1  0,75 )( )2 , ,M + ⋅ℝ  3/2&ه  

�1ء "�!�� Eأ) /�- أن  .2  0,5 -"( )( )2 ,M ×ℝ  

)ب) /�- أن             0,75 ), ,E �� وا�&�� و ��	د���  ×+��  

  3.  *$�( ){ }\ 0,0E E M∗ ϕ  -"∗ℂ �:�Eو �3!�� ا�!8��9  =
 ا�;�3ف /;	 ��� :  ∗

( ) ( )2, ,
3

y
x y x iy M xϕ

 ∀ ∈ + =   
ℝ  

�	/�� "- ϕ/�- أن   ) أ  0,75� +�	=�( ),∗ ×ℂ  �:�( ),E∗ ×  

)ا@!?!< أن   ) ب  0,5 ),E∗   ز"�ة ��	د��� . ×

)ج) /�- أن :             0,75 )2017 10083 3J iϕ= �%�DE;�ب ا����&د " �F2017
J  �%( ),E∗ ×  

)/�- أن  .4  0,5 ), ,E ��� ��	د�� ×+.  

  

 ����  ن 3:  2ا��

   H�� I�� �2:!�يn) ة��n  -"∗
ℕ 	�?" ، (n ء و	ة /�$��n 1��;!�ا -,;� M ,�ات�ا *�;�  ��ة @�داء. 

 .I;��	/ 	�?�/  

ID� -" ى�Pة أ�� Q:@ �F I�,�ا H�إ 	�د�	و إ� 	����و �� �+  I�,�ة "- ا&��!$� �Q:@ ��3 ��ة وا�  

. S��� 	���� +� �� و I�,�ا  

  U	��ن ا����3 ھ� �;	 ��� :

      V/�� ، W�/;�:�/!�- أ�,���- ا�ن ا��ن 	�9 20ـ إذا ���  

��9 20@�د ، �]�� ـ إذا �	ن ��ن ا�,���- ا�;�:�/!�- أ     �  

  ـ إذا �	�\ ا�,��	ن ا�;�:�/!	ن "]!�D!� ا���ن ، �,�ن ا��/V "?3&م .     
0,75  1.  V/ل ر	;!���9 و ا�!;	ل �:��8 ر/V "?3&م �20��9 و ا�!;	ل �P	رة  20أ��Q ا�  

  ��3& ا����3 ا��	/�� I;P "�ات  .2  
��9  100أ��Q ا�!;	ل ر/V   ) أ  0,5�  

��9 40أ��Q ا�!;	ل ر/V   ) ب  1�  

�` ا����  PX_ل ���3 وا�&ة ، �3!�� ا�;!^�� ا�3=�ا�0  .3  % �Pa� ي��رة و  −20ا	]���0?& ا  	"&?�
 �,�ن 
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  �?& ا��/V +20ا��/V "?3&"	 و 
�&د U	��ن ا�!;	ل ا�;!^�� ا�3=�ا�0   ) أ  0,5X    

     X��;!^�� ا�3=�ا�0 أ��Q اb"+ ا���	
�   ) ب  0,25

  

 ����  ن 2,5:  3ا��

   �c	�" �d?;" &"	3!" ��3" H�ي "?��ب إ&�)ا�;�!�ى ا�3 )1 2, ,O e e
� �

  

 -,!�M  ;?3&م�ي )�� ا&���	 ا�3&د ا�3:� �9��z  وM ′  	��1ا�?��9 ا�!� �: 1

2
z z

z

 ′ = +   
  

�&د ا�3&د ا�3�&ي  .1  0,5z  ن	9!�Mو M�,� �,�ن ا�? ′. -�!��9?"   

  

  
0,5  

  −1و 1�:���;	 ��H ا�!�ا��  Bو [�A	�f ا�?�D�M  -�!9!�ض أن  .2

/�- أن : 
2

1 1

1 1

z z

z z

 ′+ + =  ′  − −
  

  

  
0,75  

3.  -,��( )∆  �39�]وا@` ا� ]AB 

)�?!;� إ�M  H/�- أن : إذا �	�\  g%Mن  ∆( ′  H�إ �;!?�( )∆  

  

  
0,75  

4.  -,!�( )Γ  	رھ	9Uأ &�]ا�&ا�0ة ا�!� أ ]AB 

)�?!;� إ�M H/�- أن : إذا �	�\  )Γ  نg%M ′  ���)�?!;� إ�H ا�;�! )AB   

  

 ����  ن 10:  4ا��

  : ا� 1ء اbول  

 -,!�f  H�� �%�3;�3&د�� ا�ا ��&ا�ا[ [0,I = +∞  : ��� 	;/  

    ( )0 1f [و        = [ ( ) ( )tan
0,

Arc x
x f x

x
∀ ∈ +∞ =  

  H�� ��E!"I ا�; 	ل  f/�- أن  .1  0,5

  
0,5  

]/�- أن :   x  -"Iأ) ��,-  .2 ]
2 2

1 1
0, 1

1 1
t x

x t
∀ ∈ ≤ ≤

+ +
  

  
0,5  

]ب) /�- أن :            [ ( )
2

0, tan
1

x
x Arc x x

x
∀ ∈ +∞ ≤ ≤

+
  

�	ق ��H ا��;�- %�  fج) /�- أن ا�&ا��             0,75!c_� ��/	U0  

�	ق ��H ا�; 	ل  fأ) ��;	 أن  .3  0,5!c_� ��/	U] [0,+∞  Q��)، أ )f x′  +,�x  -"] [0,+∞  

  H��I ا�; 	ل  fب) أدرس �^��ات ا�&ا��             0,25

  

  ��	
  : ا� 1ء ا�

 -,!�g  H�� �%�3;�3&د�� ا�ا ��&ا�ا[ [0,I = +∞ : ��� 	;/  

( )0 1g [و        = [ ( ) ( )
0

1
0,

x

x g x f t dt
x

∀ ∈ +∞ = ∫  

[أ) /�- أن :  .1  0,5 [ ( ) ( )0, 1x f x g x∀ ∈ +∞ ≤ ≤  

�	ق ��H ا��;�- %�  gب) /�-             0,75!c_� ��/	U0  
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�	ق ��H ا�; 	ل  g/�- أن ا�&ا��  .2  0,75!c_� ��/	U] [0,+∞  

[و أن  [ ( ) ( ) ( )( )1
0,x g x f x g x

x
′∀ ∈ +∞ = −  

  ?�I	H�� ��EU ا�; 	ل  g/�- أن ا�&ا��  .3  0,25

0,75  
)أ) /�- أن :  .4 )

1

1
lim 0

x

x
f t dt

x→+∞
�j أن :    ∫=M )] [ ( )0, 0 tan

2
x Arc x

π
∀ ∈ +∞ < < (  

0,5            Q��)ب)  أ )lim
x

g x
→+∞

  

  

  
0,75  

k�	
  :  ا� 1ء ا�

)/�- أن ا�;3	د��  .1 )g x x=  ا&���_ و +���α  ل	; �ا �%] [0,1  

  
]أ) �:�8 أن :  .2  0,5 [ ( )

2

2
0, 0 1

1

x
x f x

x
∀ ∈ +∞ ≤ − ≤

+
 

  . ب) ا� 1ء اbول )2( �;,- ا@!3;	ل ا��lال                     

  
0,75  

]ب) /�- أن           [ ( ) 1
0,

2
x g x′∀ ∈ +∞ ≤  

  3.  -,!�( )
0n n

u
≥

0uا�;!!	��� ا�3&د�� ا�;�%�3 /;	 ��� :  
+∈ℝ    و( )1n n

u g u+ =   +,�n  -"ℕ  

0,75  
1/�- أن   ) أ

1

2
n n

n u uα α+∀ ∈ − ≤ −ℕ  

)/�- أن ا�;!!	���   ) ب  0,75 )
0n n

u
≥

�	ر/� !"  
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��� ا"ول �
�# ا��$% :  

  

1.  

�  : 	?�&�( )2E M⊂ ℝ 

Eو            ≠∅   )
1 0

0 1
I E
 = ∈   

)bن    )1,0I M= (  

           -,!�( ),M x y  و( ),M a b  -"E  -,�� وα  وβ  -"ℝ  

                                   

( ) ( )

( )

( )

3 3
, ,

3

,

a b x y
M a b M x y

b a y x

a x b y

b y a x

M a x b y E

α β α β

α β α β

α β α β

α β α β

   − −  + = +         
 + − +  =    + + 

= + + ∈

  

          ( )( )2,a x b yα β α β+ + ∈ℝ  

)%$	ء "! �� �E -" �01إذن :             )( )2 , ,M + ⋅ℝ  

  

�   

•  -,!�( ),M x y  -"E 

                             

( )
3

,

0 0 3

0 0

1 0 0 3
. .

0 1 1 0

. .

x y
M x y

y x

x y

x y

x y

x I y J

 − =    

   −  = +         

   −  = +         

= +

   

)إذن            ),I J  ء	$D�� &ة�أ@�ة "�E  

  

•  -,��α  وβ  -"ℝ 

( ). . ,

3 0 0

0 0

0

0

I J O M Oα β α β

α β

β α

α

β

+ = ⇒ =
   −   ⇒ =         

 =⇒  =

  

)إذن  ),I J �  Eة ��D$	ء �أ@�ة 
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)و/	�!	��  ),I J  ء	$D�� س	أ@E  

 m?" و( )dim , 2E card I J= =  

  

�1ء "�!�� "- Eأ) �?��- أن  .2( )( )2 ,M ×ℝ 

     : 	?�&�E )و   ∅≠ )2E M⊂ ℝ  

     -,!�( ),M x y  و( ),M a b  -"E  

               

( ) ( )

( )

( )

3 3
, ,

3 3 3

3

3 3

3

3 ,

a b x y
M a b M x y

b a y x

ax by ay bx

bx ay by ax

ax by ay bx

ay bx ax by

M ax by ay bx E

   − −  × = ×         

 − − − =    + − + 

 − − +  =    + − 

= − + ∈

  

                                       ( ) 23 ,ax by ay bx− + ∈ℝ  

�1ء "�!�� "- Eإذن ( )( )2 ,M ×ℝ  

)�?��- أن   ) ب ), ,E �� وا�&�� و ��	د��� ×+��  

�   

� ( ),E )( bن   ز"�ة ��	د���   + )E, ,+  %$	ء "! �� ) ⋅

�1ء "�!�� "- E/;	 أن  �( )( )2 ,M ×ℝ  ?��� ل  ×و�	�3 و ��ز��3 /�; �+  �%( )2M ℝ 

  E%�  +� ;��3 و ��ز��3 /	�?��� ل  ×%gن 

)إذن  ), ,E +× ����  

�   

� ( )1,0I M=  ?��� ل�	& /�	;:�ا �E?3�ھ� ا× 

)إذن       ), ,E +× ��&��� وا��  

�   

 ��E	د�� %�  × �

 -,!�( ),M x y  و( ),M a b  -"E  

 : 	?�&�( ) ( ) ( ), , 3 ,M a b M x y M ax by ay bx× = − +  

)و :  ) ( ) ( ), , 3 ,M x y M a b M xa yb xb ya× = − +  

)إذن �,+  ),M x y  و( ),M a b  -"E  :( ) ( ) ( ) ( ), , , ,M a b M x y M x y M a b× = ×  

)و /	�!	�� :       ), ,E �� وا�&�� و ��	د��� ×+��  

  أ)  .3
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�  -,��( ),a b   و( ),x y  -"2
ℝ 

� ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,
3

ay bx
a ib x iy ax by i ay bx M ax byϕ ϕ

 + + × + = − + + = −   
 

� 

( ) ( ) , ,
3 3

3 ,
3 3 3 3

,
3

b y
a ib x iy M a M x

b y y b
M ax a x

ay bx
M ax by

ϕ ϕ
     + × + = ×        

 = − × × × + ×   

 + = −   

 

)�=	�+ "- ϕإذن  ),∗ ×ℂ  �:�( ),E∗ ×  

�  -,��( ),M a b  -"E
∗  

)�?:+ ا�;3	د�� :  ) ( ),x iy M a bϕ + = 

        

( ) ( ) ( ), , ,
3

3

3

y
x iy M a b M x M a b

x a

y
b

x a

y b

ϕ
 + = ⇔ =  

 =⇔  =
 =⇔  =

  

)إذن �,+  ),M a b  -"E
∗  &���& زوج و��( ) ( ), , 3x y a b=  -"2

ℝ : k�:/

( ) ( ),x iy M a bϕ + =  

 m?" وϕ -"  +/	��∗ℂ  �:�E
∗  

�	/�� "- ϕو /	�!	�� : � +�	=�( ),∗ ×ℂ  �:�( ),E∗ ×  

  

�	/�� "- ϕ/;	 أن   ) ب� +�	=�( ),∗ ×ℂ  �:�( ),E∗ )و  × ),∗ ×ℂ  نg% ���د	ز"�ة ��( ),E∗  ز"�ة ��	د���  ×
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    ) ج

�  

                               

( )( )

( )

( )( )
( )( )
( )
( )
( )

20172017

2017

2017

2017

2017

2016

1008

0,1

3
0,

3

0 3

3

3

3 3

3 3

J M

M

i

i

i

i

i

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

=

      =          

= +

=

= ×

= ×

= ×

  

�    

                             

( ) ( )( )
( )( )

( )

11
2017 1008

1
1008

1008

1008

1008

1008

1008

3 3

3 3

1

3 3

3 3

3
0,

3 3

1
0,

3

1
0

3 3

J i

i

i

i

M

M

i

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

−−

−

= ×

= ×

  =    × 
 − =   

     =        
 −  =    × 
 − =   

−+

  

  

4.   

�  	?�&�( ), ,E �� وا�&�� و ��	د��� ×+�� 

�  �E?� +� أن ���- أن �D,� إذن( ),M x y  -"E
∗ 	/���" +��� 

 -,��( ),M x y  -"E  : k�:/( ) ( ), 0,0M x y M≠  
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 	?�&�( )
3

,
x y

M x y
y x

 − =    
  

( ) 2 2
3

, 3
x y

détM x y x y
y x

−
= = +  

)إذن  ), 0détM x y )( bن   ≠ ) ( ), 0,0x y ≠ (  

( )( )
2 2 2 2

1

2 2 2 2

2 2 2 2

3

3 3
, ,

3 3

3 3

x y

x y x y x y
M x y M E

y x x y x y

x y x y

− ∗

     + +  −  = = ∈     − + +      + + 

  

)و /	�!	�� :     ), ,E ��� ��	د��. ×+  

  

  

��� ا�)	'� �
�# ا��$% :  

  

  
  

B

(n/2n)=1/2

B

(n/2n)=1/2

N

(n/2n)=1/2

N

(n/2n)=1/2 B

(n/2n)=1/2

N

(n/2n)=1/2



 

  
  ر�	
��ا�
	��� ���م 


	ن ا��ط�� ��
  2017ا��ورة ا
���را���  –ا

 

9/18 Math.ma – 05/2018 

 

�H?3;/ " �9 ��ن ا�,���- ا�;�:�/!�- أ/�W 20" ر/E  V��,- ا�:&ث  .1� 

                                 ( ) 1 1 1

2 2 4
p E = × = 

�H?3;/ " �9 ��ن ا�,���- ا�;�:�/!�- أ@�د �P "20	رة  F��,- ا�:&ث      � 

                                 ( ) 1 1 1

2 2 4
p F = × =  

 " ا��/V "?3&م " /;H?3 ا�,��	ن ا�;�:�/!	ن "]!�D!� ا���ن G��,- ا�:&ث 

                                 ( ) 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
p G = × + × =  

  

2.  V/ل ر	;!��8 ا�:&ث  100أ) �?:�Q ا:� H?3;/ �9��E  ات�" I;P 

   ( )( ) ( )( )
5 0 5

5 5 55

5

1 3 1
1 1

4 4 4
C p E p E

−          − = × × =             
  

  

�40  8�Q�:? ا�!;	ل ر/V   ) ب:� H?3;/ �9��EEGGG        أو EEEGF  ( ر��ب�	ة ا�
 ( �� �را
2 3 3

1 1 1 1 1 60 15
10 20

4 2 4 4 2 512 128

                + = =                        
  

  

)أ)  .3 ) ( ) 1
20

4
p X p F=− = = 

    ( ) ( ) 1
0

2
p X p G= = =  

      ( ) ( ) 1
20

4
p X p E= = =  

  UX	��ن ا�!;	ل 

20  0  20−  i
x  

1

4
  

1

2
  

1

4
  ( )ip X x=  

  

 : �
  ب) اb"+ ا���	

                        ( ) 1 1 1
20 0 20 0

4 2 4
E X

         = − × + × + × =             
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��� ا�)	�( �
�# ا��$% :  

  

1.  -,��z
∗∈ℂ 

M  وM ′   p%	,�   -�!��9?"z z′ =  

                             p%	,�1 1

2
z z

z

  + =  
  

                             p%	,�1
z

z
=  

                              p%	,�2 1z =  

                             p%	,�1z=    1أوz=−  

  

2.  -,��{ }1,1z ∗∈ − −ℂ 

                                              

( )
( )

2

2

2

2

2

1 1
1

1 2

1 11
1

2

1
2

1
2

1 2

1 2

1

1

1

1

z
z z

z
z

z

z
z

z
z

z z

z z

z

z

z

z

  + + ′+  
=

 ′−  + −  

+ +
=

+ −

+ +
=

+ −

+
=

−

 + =   −

  

إذن   
2

1 1

1 1

z z

z z

 ′+ + =  ′  − −
   +,�z  -"{ }1,1∗− −ℂ  

  

  

3.  -,��( )∆  �39�]وا@` ا� ]AB 

)�?!;� إ�D�M  H!�ض أن  )∆  

AMإذن  BM=  

1إذن 
BM

AM
=               ( )M A≠  

M�?��- أن  ′  H�إ �;!?�( )∆  
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: 	?�&�
22 2

2
1 11 1

1 1
1 1 1 1

z zBM z z BM

AM z z z z AM

 ′+    ′ ′ ++ +   = = = = = = =    ′ ′ ′    − − − − 
  

AMإذن  BM′ ′=  

 m?" وM ′  H�إ �;!?�( )∆  

  

4.  -,!�( )Γ  	رھ	9Uأ &�]ا�&ا�0ة ا�!� أ ]AB 

)�?!;� إ�D�M H!�ض أن  )Γ  

)إذن  ) [ ],
2

AM BM
π
π≡

���� ����
      )AM BM⊥

���� ����
 (  

]إذن  ]1
arg

1 2

z

z

π
π

 +  ≡  −
  

M�?��- أن  ′  H�إ �;!?�( )AB  

                      

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

2

1
, arg 2

1

1
arg 2

1

1
2arg 2

1

2

z
AM BM

z

z

z

z

z

π

π

π

π π

 ′+  ′ ′ ≡     ′ − 

  +   ≡       − 

 + ≡   −
≡

����� �����

]bن :            ]1
arg

1 2

z

z

π
π

 +  ≡  −
  

MوBوAإذن  ′ ��`  m?" و ��;��!�"M ′  H�إ �;!?�( )AB  

  

 ����  : ا��ا+*%$
�# ا��

  

  ا� 1ء اbول :

 -,!�f  H�� �%�3;�3&د�� ا�ا ��&ا�ا[ [0,I = +∞  : ��� 	;/  

    ( )0 1f [و        = [ ( ) ( )tan
0,

Arc x
x f x

x
∀ ∈ +∞ =  

 H�� ��E!"I ا�; 	ل  f�?��- أن  .1

 ��H ا��;�-  f  �%0�?&رس ا�E	ل  �

 	?�&�( )0 1f =  

)و  ) ( )
0 0

tan
lim lim 1
x x

Arc x
f x

x→ →+ +
= =  

)/;	 أن  ) ( )
0

lim 0
x

f x f
→ +

  ��H ا��;�- g%f  �%0ن  =
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� ( )1 : tanf x Arc x֏  H�� ��E!"ℝ  H�� ��E!" ص�E[�	/ و] [0,+∞ 

      2 :f x x֏  H�� ��E!"ℝ  H�� ��E!" ص�E[�	/ و] [0,+∞  

[و        [ ( )20, 0x f x∀ ∈ +∞ ≠  

1إذن       

2

f
f

f
=  H�� ��E!"] [0,+∞  

          : �r_Pf  ل	; �ا H�� ��E!"I 

]أًَ◌ُ◌ُ◌ٌ◌) ��,-  .2 [0,x I∈ = ]و ��,-  ∞+ ]0,t x∈ 

    : 	?�&�0 t x≤ ≤  

2إذن :     20 t x≤ ≤  

2إذن :     21 1 1t x≤ + ≤ +  

    : m?" و[ ]( ) 2 2

1 1
0, 1

1 1
t x

x t
∀ ∈ ≤ ≤

+ +
  

]�&�?	 :   ) ب ]( ) 2 2

1 1
0, 1

1 1
t x

x t
∀ ∈ ≤ ≤

+ +
 

2إذن :  2
0 0 0

1 1
1

1 1

x x x

dt dt dt
x t

≤ ≤
+ +∫ ∫ ∫  

]إذن :  ] [ ]
2 0 0

0

tan
1

x
x xt

Arc t t
x

 
  ≤ ≤
 + 

  

 : m?" و[ [( ) 2
0, tan

1

x
x Arc x x

x
∀ ∈ +∞ ≤ ≤

+
  

       ج) 
( ) ( )

0 0

tan
10

lim lim
0x x

Arc x
f x f x

x x+ +→ →

−−
=

−
  

    : 	?�&�[ [( ) 2
0, tan

1

x
x Arc x x

x
∀ ∈ +∞ ≤ ≤

+
  

[إذن :    [( ) 2

1 tan
0, 1

1

Arc x
x

x x
∀ ∈ +∞ ≤ ≤

+
  

[إذن :  [( ) 2

1 tan
0, 1 1 0

1

Arc x
x

x x
∀ ∈ +∞ − ≤ − ≤

+
  

[إذن :  [( ) 2

tan
1

0, 0
1

Arc x

x xx
x x

−−
∀ ∈ +∞ ≤ ≤

+
  

 : 	?�&�2
0

lim 0
1x

x

x+→

−
=

+
  

إذن : 
0

tan
1

lim 0
x

Arc x

x

x+→

−
=  
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 : m?" و
( ) ( )

0

0
lim 0

0x

f x f

x+→

−
=

−
  

�	ق %� ا�H�� �DE ا��;�- و �&�?	  fو /	�!	�� !c_� ��/	U( )0 0
d

f ′ =  

�	ق ��f  Hأ)  .3!c_� ��/	U] [0,+∞      H�� ق	�!c_� -�!�/	U -�!�رج دا	[� )] [0,+∞  ( 

      -,��] [0,x∈ +∞  	?�&� :  

                     

( )

( ) ( ) ( )

( )

2

2

2

tan

tan tan

1

Arc x
f x

x

Arc x x Arc x x

x

x
Arcatn x

x

x

′ ′ =   

′′ × − ×
=

−
+=

 

[إذن :                 [( ) ( )
( )

2

2

10,

x
Arcatn x

xx f x
x

−
+′∀ +∞ =  

[�&�?	 :   ) ب [( ) ( )
( )

2

2

10,

x
Arcatn x

xx f x
x

−
+′∀ +∞ = 

[و �&�?	 :  [( ) 20, 0x x∀ +∞ >  

)إذن إc	رة  )f x′  : رة	cھ� إ( )
21

x
Arcatn x

x
−

+
  

)) ب) : 2��Q ا� 1ء اbول .  )
2

0
1

x
Arcatn x

x
− ≤

+
  

)إذن :  ) 0f x′ ≤  

 : m?" وf . ��EU	?� 

  

  

: ��	
  ا� 1ء ا�

  

[أ) ��,-  .1 [0,t ∈ [و  ∞+ [0,x∈ +∞ 

    : 	?�&�
2

tan
1

t
Arc t t

t
≤ ≤

+
  

إذن :    
2

1 tan
1

1

Arc t

t t
≤ ≤

+
  

إذن:   
2

0 0 0

1 tan
1

1

x x xArc t
dt dt dt

t t
≤ ≤

+∫ ∫ ∫  
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)إذن :    )
0

tan
x

Arc x f t dt x≤ ≤∫  

)إذن :    )
0

tan 1
1

xArc x
f t dt

x x
≤ ≤∫  

 : m?" و] [( ) ( )tan
0, 1

Arc x
x g x

x
∀ ∈ +∞ ≤ ≤  

[ب) �&�?	 :   [( ) ( ) ( )0, 1x f x g x∀ ∈ +∞ ≤ ≤  

[إذن :      [( ) ( ) ( )0, 1 1 0x f x g x∀ ∈ +∞ − ≤ − ≤  

[إذن :      [( ) ( ) ( )1 1
0, 0

f x g x
x

x x

− −
∀ ∈ +∞ ≤ ≤  

[إذن :      [( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
0, 0

0 0

f x f g x g
x

x x

− −
∀ ∈ +∞ ≤ ≤

− −
  

 	?�&�f  	?�&� ;�- و��ا H�� �DE�ق %� ا	�!c_� ��/	U
( ) ( )

0

0
lim 0

0x

f x f

x+→

−
=

−
  

إذن : 
( ) ( )

0

0
lim 0

0x

g x g

x+→

−
=

−
  

�	ق %� ا�H�� �DE ا��;�- و �&�?	 :  gو /	�!	�� : !c_� ��/	U( )0 0
d

g ′ =  

[أ) ��,-  .2 [0,x∈ +∞ 

   ( )t f t֏  H�� ��E!"[ ]0, x  

xو ا�&ا��     x֏  H�� ق	�!c_� ��/	U] [0,+∞  

)إذن ا�&ا��     )
0

x

x f t dt∫֏  H�� ق	�!c_� ��/	U] [0,+∞  

1و �&�?	 :    
x

x
֏  H�� ق	�!c_� ��/	U] [0,+∞  

     m?" وg  H�� ق	�!c_� ��/	U] [0,+∞   H�� ق	�!c_� -�!�/	U -�!�اء دا& � )] [0,+∞ (  
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

0

0 0

2
0

0

1

1 1

1 1

1 1

1

x

x x

x

x

g x f t dt
x

f t dt f t dt
x x

f t dt f x
x x

f t dt f x
x x

f x g x
x

′ ′ =   

′ ′    = +      

−
= +

 − = +   

= −

∫

∫ ∫

∫

∫

  

       : m?" و] [ ( ) ( ) ( )( )1
0,x g x f x g x

x
′∀ ∈ +∞ = −  

3.  : 	?�&�0x>  : 	?�&� و( ) ( ) 0f x g x− ≤ 

[إذن :  [ ( )0, 0x g x′∀ ∈ +∞ ≤  

 m?" وg  H�� ��EU	?�I  

1و ��,-  <1x��,- أ)  .4 t x≤ ≤ 

    : 	?�&�0 tan
2

Arc t
π

< <  

إذن :    
tan

0
2

Arc t

t t

π
< <  

إذن :    
1 1

tan
0

2

x xArc t
dt dt

t t

π
< <∫ ∫  

]إذن :    ]
11

tan
0 ln

2

x xArc t
dt t

t

π
< <∫  

) إذن :    )
1

1 ln
0

2

x x
f t dt

x x

π
< <∫   

/;	 أن :    
ln

lim 0
x

x

x→+∞
)%gن    = )

1

1
lim 0

x

x
f t dt

x→+∞
=∫  

)ب) �&�?	 :  ) ( ) ( ) ( )
1

0 0 1

1 1 1x x

g x f t dt f t dt f t dt
x x x

= = +∫ ∫ ∫  

      -,��[ ]0,1t ∈  

     : 	?�&�0 1t≤   �?	f ��EUو  ≥

)إذن :     ) ( ) ( )1 0f f t f≤ ≤  

)إذن :      ) 1
4

f t
π
≤ ≤  
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)إذن :      )
1

0
1

4
f t dt

π
≤ ≤∫  

)إذن :      )
1

0

1 1

4
f t dt

x x x

π
≤ ≤∫  

lim/;	 أن :      0
4x x

π

→+∞
1و    =

lim 0
x x→+∞

=  

)%gن :      )
1

0

1
lim 0

x
f t dt

x→+∞
=∫  

     : S��� 	?�&� و( )
1

1
lim 0

x

x
f t dt

x→+∞
=∫  

     : m?" و( )lim 0
x

g x
→+∞

=  

  

: k�	
  ا� 1ء ا�

)�?��- أن ا�;3	د��  .1 )g x x=  ا&���_ و +���α  ل	; �ا �%] [0,1 

)�3!�� ا�&ا�� :  ):h x g x x−֏   

� h ��E!"  H��[ ]0,1 

� h  H�� ق	�!c_� ��/	U[ )و �&�?	 :  0,1[ ) ( ) 1 0h x g x′ ′= − )( bن   > ) 0g x′ ≤ ( 

]��?�  H	39U ��EU	 hإذن  ]0,1  

)��H و�&�?	 :  � ) ( )0 0 0 1 0h g= − = )و  < ) ( ) ( )
1

0
1 1 1 1 0h g f t dt= − = − <∫ 

)إذن :  ) ( )0 1 0h h× <  

��Q "��ھ?� ا���� ا��@���9 /	���&ا��� :  m?" و[ ] ( )! 0,1 0gα α∃ ∈ =  

]أ) ��,-  .2 [0,x∈ +∞ 

    : 	?�&�( ) tan
1 1

Arc x
f x

x
− = −  

]) ب) : 2��Q ا� 1ء اbول .     [ ( )
2

0, tan
1

x
x Arc x x

x
∀ ∈ +∞ ≤ ≤

+
  

[إذن :     [ ( )
2

tan1
0, 1

1

Arc x
x

x x
∀ ∈ +∞ ≤ ≤

+
  

[إذن :     [ ( )
2

tan 1
0, 1

1

Arc x
x

x x
∀ ∈ +∞ − ≤− ≤−

+
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[إذن :    [ ( )
2

tan 1
0, 0 1 1

1

Arc x
x

x x
∀ ∈ +∞ ≤ − ≤ −

+
  

   : m?" و[ [ ( )
2

2
0, 0 1

1

x
x f x

x
∀ ∈ +∞ ≤ − ≤

+
  

 ��	� �% �:�:r H���d ا�?!� � ��_" )0x= (  

]ب)  ��,-  [0,x∈ +∞  

     : 	?�&�( )
2

2
0 1

1

x
f x

x
≤ − ≤

+
  

)إذن :      )
2

1
1

1
f x

x

−
− ≤− ≤

+
  

)إذن :      )
2

1
1

1
f x

x
≤ ≤

+
  

)إذن :      )
2

0 0 0

1
1

1

x x x

dt f t dt dt
t

≤ ≤
+∫ ∫ ∫  

)إذن :      )
0

tan
x

Arc x f t dt x≤ ≤∫  

) إذن :     ) ( )
0

1
1

x

f x f t dt
x

≤ ≤∫  

) إذن  :     ) ( ) 1f x g x≤ ≤  

)إذن :      ) ( ) ( )
2

2
0 1

1

x
g x f x f x

x
≤ − ≤ − ≤

+
  

)إذن :      ) ( )( ) 2

1 1
0

1 2

x
g x f x

x x
≤ − ≤ ≤

+
  

     : m?" و[ [ ( ) 1
0,

2
x g x′∀ ∈ +∞ ≤  

 : �&�?	 : n∈ℕ��,- أ)  .3

� g  ه	ي ط�%��;^�8 ا�ل ا	; �ا H�� ��E!"
n

u  وα 

� g  ه	ي ط�%��ح ا�!D;�ل ا	; �ا H�� ق	�!c_� ��/	U
n

u  وα 

� [ [ ( ) 1
0,

2
x g x′∀ ∈ +∞ ≤ 
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)إذن ��D!" Q	و�� ا�!1ا�&ات ا�;?!��� :  ) ( ) 1

2
n n

g u g uα α− ≤ −  

)و/;	 أن  )1n n
u g u+ )و  = )gα α=  

g%1ن : 

1

2
n n

n u uα α+∀ ∈ − ≤ −ℕ  

!��* : ب) �	?!�- /�0

1

2

n

n
n u uα α

 ∀ ∈ − ≤ −  
ℕ  

�  +� : =0n"- أ

 : 	?�&�
0

0 0

1

2
u uα α

  − = −  
0و     0u uα α− = −  

إذن : 
0

0 0

1

2
u uα α
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