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~ 2ème Sciences Math. ~ 

La fonction ‘ln’  

(8 exercices résolus) 

Exercice 1 : 

1) Résoudre dans ℝ  l’équation : ( ) ( )2ln 6 5 ln 7 17 0x x x+ + − + =  

2) Résoudre dans ℝ l’inéquation : ( )1 ln 0x x− − >  

 

Exercice 2 : 

Déterminer une fonction primitive de f dans les cas suivatns : 

1)  ( )
2 1

x
f x

x
=

+
 

2)  ( ) ( )tanf x x=  

3)  ( )
2

2 3

3 1

x
f x

x x

−
=

− +
 

4) ( )
( )

1

ln
f x

x x
=

×
 

 

Exercice 3 : 

1) Résoudre dans ℝ l’inéquation : ( )1 ln 0x x− − >  

2) En déduire que : ( ) ( ) ( )1 0 ln 2 1x x x∀ > < < −  

3) Montrer que 
( )ln

lim 0
x

x

x→+∞
=  

4) Montrer que : ( )
( )ln

lim 0
x

x

xα
α

→+∞

∗
+∀ ∈ =ℚ  

 

Exercice 4 : 

1) Montrer que ( )
0

lim ln 0
x

x x
→ +

=  

2) Montrer que ( ) ( )
0

lim ln 0
x

x xα

α

→ +

∗
+∀ ∈ =ℚ  

 

Exercice 5 : 

Calculer : 

1) 
( )

1

ln
lim

1x

x

x→ −
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2) 
( )

0

ln 1
lim
x

x

x→

+
 

 

Exercice 6 : 

Etudier la fonction f  

( )
1

ln 1f x x
x

 = − +   
 

 

Exercice 7 : 

Soit n∈ℕ  avec 3n≥  

On considère la fonction  
n

g  définie sur ∗
+ℝ par ( ) ( )2lnng x nx x= +  

1) Dresser le tableau de variations de 
n

g  

2) Montrer que : ( ) ( )lnx x x∗
+∀ ∈ >ℝ  

3) Montrer que l’équation ( ) 0
n

g x =  admet une seule solution nα  sur ∗
+ℝ  et que : 

1 1
n

n n
α< <  

4) Déduire lim n
n
α

→+∞
 

 

Exercice 8 :  

1) Etudier la monotonie des fonctions u  et  v  définies par :  

( ) ( )
1

ln
x

u x x
x

−
= −   ,   ( ) ( )1 lnv x x x= − −  

2) En déduire que pour tout x  de  ] [1,+∞ , on a : 
1

ln 1
x

x x
x

−
< < −  

3) Montrer que pour tout n  de { }1∗−ℕ   , on a : 
1 1

1
1

1

n

n
e

n

n

  + < <     −   
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Corrigé de l’exercice 1 

 

1) Résolvons dans ℝ  l’équation : ( ) ( )2ln 6 5 ln 7 17 0x x x+ + − + =  

� L’équation est définie si et seulement si  2 6 5 0 7 17 0x x et x+ + > + >  

Ce qui est équivaut à [ ]
17

5 1
7

x ou x et x
−

<− >− >  

c.-à-d.  1x>−  

donc l’équation est définie sur ] [1,− +∞  

�  

 

( ) ( ) ( ) ( )

] [( )

2 2

2

2

ln 6 5 ln 7 17 0 ln 6 5 ln 7 17

6 5 7 17

12 0

4 3

4 3 1,

x x x x x x

x x x

x x

x ou x

x

+ + − + = ⇔ + + = +

⇔ + + = +

⇔ − − =

⇔ = =−

⇔ = − ∉ − +∞

 

 

Donc { }4S =  

 

2) Résolvons dans ℝ l’inéquation : ( )1 ln 0x x− − >  

� L’inéquation est définie si et seulement si 0x>  

� Considérons la fonction ( ): 1 lnf x x x− −֏  

f  est dérivable sur ] [0,+∞   (somme de fonctions qui sont dérivables sur ] [0,+∞  

) 

Soit ] [0,x∈ +∞  

On a : ( )
1 1

' 1
x

f x
x x

−
= − =  

Donc ] [( ) ( )
1

0, '
x

x f x
x

−
∀ ∈ +∞ =  

 

               On déduit que : ] [ ] [( ) ( )0,1 1, 0x f x∀ ∈ ∪ +∞ >  

               Donc :      ] [ ] [0,1 1,S = ∪ +∞  
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Corrigé de l’exercice 2 

 

1) ( )
2

1

x
f x

x
=

+
 

On a fD = ℝ  

La fonction f  est continue sur ℝ  donc f  admet une primitive sur ℝ  

Soit x∈ℝ  : 

( )
( )2

2 2 2

11 2 1

1 2 1 2 1

xx x
f x

x x x

′+
= = × = ×

+ + +
 

Soit F  une primitive de f  sur ℝ  

( ) 21
ln 1

2
F x x= × +  

Puisque ( ) 21 0x x∀ ∈ + >ℝ   alors ( ) ( )21
ln 1

2
F x x= × +  

D’où ( ) ( ) ( )2ln 1x F x x∀ ∈ = +ℝ  

 

2) ( ) ( )tanf x x=  

On a /
2

fD k k
π

π

   = − + ∈ 
   

ℝ ℤ  

Considérons l’intervalle ,
2 2

I
π π 

 = −
  

 

La fonction f  est continue sur I  donc f  admet une primitive sur I  

Soit x I∈  : 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

sin cos
tan

cos

x x
f x x

x cos x

′
= = =−  

Soit F  une primitive de f  sur I  

( ) ( )ln cosF x x=−  

Et on a : ( ) ( )cos 0x I x∀ ∈ >   donc   ( ) ( )cos cosx x=  

D’où ( ) ( ) ( )( )ln cosx I F x x∀ ∈ =−   

 

3) ( )
2

2 3

3 1

x
f x

x x

−
=

− +
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{ }2/ 3 1 0

3 5 3 5
,

2 2

fD x x x= ∈ − + ≠

  − + = − 
   

ℝ

ℝ
 

Considérons  l’intervalle 
3 5 3 5

,
2 2

 − + 
 
  

 

La fonction f  est continue sur I  donc f  admet une primitive sur I  

Soit x I∈  : 

( )
( )2

2 2

3 12 3

3 1 3 1

x xx
f x

x x x x

′− +−
= =

− + − +
 

Soit F  une primitive de f  sur I  

( ) ( ) 2ln 3 1x I F x x x∀ ∈ = − +  

 

4) ( )
( )

1

ln
f x

x x
=

×
 

( ){ }
] [ ] [

/ 0 ln 0 0

0,1 1,

f
D x x et x et x= ∈ ≠ ≠ >

= ∪ +∞

ℝ
 

Considérons l’intervalle ] [0,1I =  

La fonction f  est continue sur I  donc f  admet une primitive sur I  

Soit x I∈  : 

( )
( ) ( )

( )
( )

1
ln1

ln ln ln

xxf x
x x x x

′
= = =

×
 

( ) ( ) ( )ln lnx I F x x∀ ∈ =  

 

 

Corrigé de l’exercice 3 

 

1) Voir exercice 1 : ] [ ] [0,1 1,S = ∪ +∞  

2) Soit ] [1,x∈ +∞  

� La fonction "ln"  est strictement croissante sur ] [1,+∞  

( ) ( )

( )

1 ln ln 1

ln 0

x x

x

> ⇒ >

⇒ >
 

� Montrons que ( ) ( )ln 2 1x x< −  
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On a d’après le résultat de la question 1) : ( )ln 1x x< −  

Donc ( )ln 1x x< −      ( 1x >  ) 

Donc    ( )
1

ln 1
2

x x< −  

Donc ( ) ( )ln 2 1x x< −  

� Et par suite ( ) ( ) ( )1 0 ln 2 1x x x∀ > < < −  

3) On a ( ) ( ) ( )1 0 ln 2 1x x x∀ > < < −  

Donc ( )
( ) ( )2 1ln

1 0
xx

x
x x

−
∀ > < <  

On a 
( )2 1 2 2

lim lim 0
x x

x

x xx→+∞ →+∞

−
= − =  

Donc 
( )ln

lim 0
x

x

x→+∞
=  

4) Soient α ∗
+∈ℚ  et 1x>  

( ) ( )lnln 1 xx

x x

α

α α

α

= ×  

On pose  t xα=  

lim
x

t
→+∞

=+∞  

Donc 
( ) ( )ln ln1

lim lim 0
x t

x t

x tα

α→+∞ →+∞
= × =  

           

 

Corrigé de l’exercice 4 

 

1) Montrons que :  ( )
0

lim ln 0
x

x x
→ +

=  

Soit ] [0,x∈ +∞   

On pose 
1

t
x

=  

( )
( )

0

ln1 1
lim ln lim ln lim 0

t tx

t
x x

t t t→+∞ →+∞→ +

 = = − =  
 

Donc 
( )ln

lim 0
x

x

x→+∞
=  
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2) Soit α ∗
+∈ℚ  

( ) ( ) ( )
0 0 0

1 1
lim ln lim ln lim ln
x x x

x x x x x xα α α α α

α α→ → →+ + +
= =  

On pose t xα=  

( ) ( )
0 0

1
lim ln lim ln 0
x t

x x t tα

α→ →+ +
= =  

Donc ( ) ( )
0

lim ln 0
x

x xα

α

→ +

∗
+∀ ∈ =ℚ  

 

 

Corrigé de l’exercice 5 

 

1) Soit { }1x
+
∗∈ −ℝ  

( ) ( ) ( )ln ln ln 1

1 1

x x

x x

−
=

− −
 

La fonction "ln"  est dérivable sur +
∗ℝ donc fonction "ln"  est dérivable en fonction "ln"  

est dérivable en 1  

Donc  
( ) ( ) ( )

( )
1 1

ln ln ln 1
lim lim ln 1 1

1 1x x

x x

x x→ →

−
′= = =

− −
    ( ( )

1
ln x

x
′ =   ) 

2) On pose 1t x= +  

( ) ( )
0 1

ln 1 ln
lim lim 1

1x t

x t

x t→ →

+
= =

−
 

 

 

Corrigé de l’exercice 6 

 

1) On a ( )
1

ln 1f x x
x

 = − +   
 

1
/ 0 1 0fD x x et

x

   = ∈ ≠ + > 
   

ℝ  

] [ ] [

1 1
1 0 0

, 1 0,

x

x x

x

+
+ > ⇔ >

⇔ ∈ −∞ − ∪ +∞

 

Donc ] [ ] [, 1 0,fD = −∞ − ∪ +∞  

� Au voisinage de +∞  

( )
1

lim lim ln 1
x x

f x x
x→+∞ →+∞

 = − +   
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On a 
1

lim 1 1
x x→+∞

+ =   et   ( )
1

limln 0
x

x
→

=  

Donc 
1

lim ln 1 0
x x→+∞

  + =  
 

D’où ( )lim
x

f x
→+∞

=+∞  

� Au voisinage de 0+  

On a 
0

1
lim 1
x x+→

+ =+∞   et  ( )lim ln
x

x
→+∞

=+∞  

Donc 
0

1
lim ln 1
x x+→

  + =+∞  
 

Et par suite ( )
0

lim
x

f x
+→

=−∞  

� Au voisinage de 1−−  

On a 
1

1
lim 1 0

x x−→−

++ =   et  ( )
0

lim ln
x

x
+→

=−∞  

Donc ( )
1

lim
x

f x
→− −

=+∞  

� Au voisinage de −∞  

On a 
1

lim 1 1
x x→−∞

+ =   et  ( )
1

limln 0
x

x
→

=  

Donc 
1

lim ln 1 0
x x→−∞

  + =  
 

Donc D’où ( )lim
x

f x
→−∞

=−∞  

On a f  est dérivable sur f
D  ( somme de deux fonctions qui sont dérivables sur f

D  ) 

Soit ] [ ] [, 1 0,x∈ −∞ − ∪ +∞  

( )
( ) ( )

22

1 11
1 1

1 1 1
1 1 1 1

1 1

x xx xf x
x x x x

x x

′  +  −  + + 
′ = − = − = + =

+ ++ +
 

On a : ( ) ( ) 0fx D f x′∀ ∈ >  

 
� On a ( )

0
lim
x

f x
+→

=−∞   et   ( )
1

lim
x

f x
→− −

=+∞  



 

  
2

ème
 Sciences Mathématiques 

Série : La fonction ‘ln’ 

 

9/13 Math.ma – 11/2017 

Donc ( )fC   admet une asymptote verticale d’équation 0x =   au voisinage de 0   à 

droite  

Et ( )fC   admet une asymptote verticale d’équation 1x =−   au voisinage de 1−   à 

gauche  

� On a ( )lim
x

f x
→+∞

=+∞   et   ( )lim
x

f x
→−∞

=−∞  

Et ( )
1

lim lim ln 1 0
x x

f x x
x→+∞ →+∞

 − = − + =  
 

Donc ( )fC  admet un asymptote oblique d’équation y x=  

 au voisinage de +∞  et au voisinage de −∞  

 

 
 

 

 

2 3 4 5 6 7-1-2-3-4-5-6-7

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

x

y
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Corrigé de l’exercice 7 

 

1) La fonction 
n

g  est dérivable sur ] [0,+∞            ( somme de fonctions dérivables sur 

] [0,+∞  ) 

Soit ] [0,x∈ +∞  

( ) ( )( )
2

2lnng x nx x n
x

′′ = + = +  

Donc : ] [( ) ( )0, 0
n

x g x′∀ ∈ +∞ >  

Et par suite ng  est strictement croissante sur ] [0,+∞  

� ( ) ( )lim lim 2ln
n

x x
g x nx x

→+∞ →+∞
= + =+∞  

� ( ) ( )
0 0
0 0

lim lim 2ln
n

x x
x x

g x nx x
→ →
> >

= + =−∞  

 
 

2) Montrons que : ( ) ( )lnx x x∗
+∀ ∈ >ℝ  

Considérons  la fonction ( ): lnh x x x−֏  

La fonction h  est dérivable sur ] [0,+∞                        ( somme de fonctions dérivables 

sur ] [0,+∞  ) 

Soit ] [0,x∈ +∞  

( ) ( )( ) 1 1 2
ln

22

x
h x x x

x xx

−′′ = − = − =  

( ) 0 4h x x′ = ⇔ =  

On a 2 0x>  donc ( )h x′  a le même signe que   2x −  

Si 0 4x< <   alors 2 0x − <   donc  ( ) 0h x′ <  c'est-à-dire que h  est strictement  

décroissante  sur ] [0,4  

Si 4x>   alors 2 0x − >   donc  ( ) 0h x′ >  c'est-à-dire que h  est strictement  croissante  

sur ] [4,+∞  

Donc ( )4h  est un minimum de h  sur ] [0,+∞  
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Donc ] [( ) ( ) ( )0, 4x h x h∀ ∈ +∞ ≥   

Donc ] [( ) ( ) ( )0, 2 2ln 2 0x h x∀ ∈ +∞ ≥ − >  

Donc ] [( ) ( )0, ln 0x x x∀ ∈ +∞ − >  

Et par suite    ( ) ( )lnx x x∗
+∀ ∈ >ℝ  

 

3) Soit n∈ℕ  avec 3n≥  

       La fonction 
n

g  est continue et strictement croissante sur ] [0,+∞   et ] [( )0,ng +∞ = ℝ    

       Donc    ] [( )0 0,ng∈ +∞  

Donc l’équation ( ) 0ng x =  admet une seule solution 
n
α  sur ∗

+ℝ  . 

Puisque ( )
1

1 2ln
n

g n
n

  = −  
  et    ( )

1
lnng n n

n

  = −  
 

Alors 
1

0ng
n

  <  
  et  

1
0ng

n

  >  
 

Donc : 
1 1

n
n n
α< <   pour tout  n∈ℕ  avec 3n≥  

 

4) Puisque 
1 1

n
n n
α< <   pour tout  n∈ℕ  avec 3n≥   et  

1 1
lim lim 0

n nn n→+∞ →+∞
= =  

Alors lim 0n
n
α

→+∞
=  

 

 

Corrigé de l’exercice 8 

 

1)   

� La fonction u  est dérivable sur ] [0,+∞  

Soit ] [0,x∈ +∞  

On a  

( ) ( )

2

2

1
ln

1 1

1

x
u x x

x

x x

x

x

′ − ′ = −   

= −

−
=
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( ) 0 1u x x′ = ⇔ =  

On a 2 0x >  donc ( )u x′ a le même  signe que 1x−  

Donc ] [( ) ( )0,1 0x u x′∀ ∈ <   et  ] [( ) ( )1, 0x u x′∀ ∈ +∞ >  

D’où u est strictement décroissante sur ] ]0,1  et u  est strictement croissante sur 

[ [1,+∞  

� La fonction v  est dérivable sur ] [0,+∞  

       Soit ] [0,x∈ +∞  

       On a  

       

( ) ( )( )x 1 ln

1
1

1

v x x

x

x

x

′′ = − −

= −

−
=

 

     ( ) 0 1v x x′ = ⇔ =  

                           On a 0x>  donc ( )v x′ a le même  signe que 1x−  

Donc ] [( ) ( )0,1 0x v x′∀ ∈ <   et   ] [( ) ( )1, 0x v x′∀ ∈ +∞ >  

D’où v est strictement décroissante sur ] ]0,1  et v  est strictement croissante sur 

[ [1,+∞  

 

2)     Soit ] [1,x∈ +∞  

     On a u  est strictement croissante sur ] [1,+∞  donc ( ) ( )1u x u>   

     Donc ( ) 0u x >  c'est-à-dire 
1

ln
x

x
x

−
<  

     Et on a v  est strictement croissante sur ] [1,+∞ donc ( ) ( )1v x v>  

            Donc ( ) 0v x >  c'est-à-dire ln 1x x< −   

           Et par suite pour tout x  de  ] [1,+∞ , on a : 
1

ln 1
x

x x
x

−
< < −  

3) Soit { }1n ∗∈ −ℕ  

On a 1e>   donc   1n e >  

D’après le résultat de la question 2) , on a : 
1

ln 1
n

n n

n

e
e e

e

−
< < −  
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Donc 
1 1

1
n

n

n

e
e

ne

−
< < −  

Donc 

1
1 n

n n

e
n

n e n e

 + <
 − <

 

Donc 

1
1

1

n

n

e
n

n
e

n

 + <

 < −

 

Donc 
1 1

1
1

1

n e
n

n

+ < <
−

 

Donc 
1 1

1
1

1

n

n
e

n

n

  + < <     −   

 

Et par suite pour tout n  de { }1∗−ℕ   , on a : 
1 1

1
1

1

n

n
e

n

n

  + < <     −   

 

    

つづく 
 

      

 

 

 

 


