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 درس الاتصال
)الثانية �لوم تجري��ة(  

 
 تذكير : النهايات  )1

limلدينا :  ℕ∗من  nلكل  .1
n

x
x

→+∞
= limو    ∞+

n

x

nزو��
x

∞−→�������nدي





+∞
=

−∞
 

 

 هي نهاية حدها الأعلى درجة ∞−أو  ∞+نهاية دالة حدودية عند  .2

 

 نهاية دالة جذرية هي خارج نهاية حدها الأعلى درجة في البسط على حدها الأعلى درجة في المقام .3

 

4. 
( )

0

sin
lim
x

ax
a

x→
)و     = )

0

tan
lim
x

ax
a

x→
و     =

20

1 cos 1
lim

2x

x

x→

− = 

 

 جداول النهايات:  .5

+∞  −∞  +∞  l  l  l  lim f  

−∞  −∞  +∞  −∞  +∞  'l  lim g  

شكل غير 

  محدد
−∞  +∞  −∞  +∞  'l l+  lim f g+  

  

±∞  −∞ −∞  +∞  +∞  0l <  0l <  0l >  0l >  l  lim f  

0  −∞ +∞  −∞  +∞  −∞  +∞  −∞  +∞  'l  lim g  

شكل غير 

  محدد
+∞ −∞  −∞  +∞  +∞  −∞  −∞  +∞  'l l×  lim f g×  
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−∞  +∞  0
−  0

+  0l ≠  lim f  

0  0  −∞  +∞  
1

l
  1

lim
f

  

  

−∞  −∞  +∞  +∞  ±∞  l  0l <  0l <  0l >  0l >  l  lim f  

0
−  0

+  0
−  0

+  ±∞  ±∞  0
−  0

+  0
−  0

+  ' 0l ≠  lim g  

شكل غير   ∞+  ∞−  ∞−  ∞+

  محدد
0  +∞  −∞  −∞  +∞  

'

l

l
  lim

f

g
  

  

 اتصال دالة في عدد : )2

  

  :1تعريف 

f  متصلة فيa ⇔ ( ) ( )lim f x f a
x a

=
→

  

  

  

1aفي العدد  fأدرس اتصال الدالة  مثال :  =  :( )
( )

2
6 7

; 1
1

1 8

x x
f x x

x

f







+ −= ≠
−

=
  

)لدينا   :  )1 8f = .  

)لنحسب  )
1

lim
x

f x
→

  

( )
1

lim 7 8
x

x
→

+ ==( )( )
1

1 7
lim

1x

x x

x→

− +
−

=( )
2

1 1

6 7
lim lim

1x x

x x
f x

x→ →

+ −=
−

  

)بما أن  ) ( )
1

lim 1
x

f x f
→

  .1متصلة في العدد  fفإن  =
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  :2تعريف 

� f  متصلة فيa على اليمين⇔ 

( ) ( )lim
x a
x a

f x f a
→
>

= 

� f  متصلة فيa على اليسار⇔ 

( ) ( )lim
x a
x a

f x f a
→
<

=  

� f  متصلة فيa ⇔ 

( ) ( ) ( )lim lim
x a x a
x a x a

f x f x f a
→ →
> <

= =  

  

0aفي العدد  fأدرس اتصال الدالة  مثال :  =     :

 

( ) ( )

( ) 2

sin 2
; 0

2 ; 0

x
f x x

x

f x x x x







= >

= − + ≤
  

)لدينا   :  ) ( ) ( )2

0 0 2 20f − + == .  

)لنحسب  )
0
0

lim
x
x

f x
→
>

 :  ( ) ( ) ( )
0 0 0
0 0 0

sin 2 sin 2
lim lim lim2. 2

2x x x
x x x

x x
f x

x x→ → →
> > >

= = =  

)لنحسب  )
0
0

lim
x
x

f x
→
<

:                                                                        

( ) 2

0 0
0 0

2lim lim 2
x x
x x

x xf x
→ →
< <

− += =  

)بما أن :  ) ( ) ( )
0 0
0 0

0lim lim
x x
x x

ff x f x
→ →
> <

= = 

 

 الإتصال على مجال : )3

  خاصيات :

� f  متصلة على مجال,a b    يعنيf  متصلة في جميع عناصر المجال,a b   

� f  متصلة على مجال,a b    يعنيf  متصلة في جميع عناصر المجال,a b    و متصلة على يمينa   و

  bمتصلة على يسار 

� f  متصلة على مجال,a b    يعنيf  متصلة في جميع عناصر المجال,a b    و متصلة على يمينa 

� f  متصلة على مجال,a b    يعنيf  متصلة في جميع عناصر المجال,a b    و متصلة على يسارb  
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 العمليات على الدوال المتصلة  )4

  

  أمثلة :

1. 3 1
: 1

2
f x x x− +a  متصلة علىℝ  

2. 
2

:
2

x
f x

x −
a  2,متصلة على كل مجال ضمن 2,D

f
      = −∞ ∪  دالة جدرية fلأن  ∞+

3. 2
: 7 3f x cosx x x+ − +a 

1لدينا : :f x cosxa  متصلة علىℝ   2و

2
7 3: xf x x − +a  متصلة علىℝ  

إذن 
1 2

f f f=   ℝكمجموع لدالتين متصلتين على  ℝمتصلة على  +

4. ( ): 1 sinf x x x− ×a 

1 لدينا : : 1f x x −a  متصلة علىℝ   و
2

sin: xf x a  متصلة علىℝ  

1إذن  2f f f=   ℝكجداء لدالتين متصلتين على  ℝمتصلة على  ×

5. 2: xf x −a  

  ℝالدوال الحدودية متصلة على  �

 

 الدوال الجذرية متصلة على كل مجال ضمن مجموعة تعريفها �

 

 ℝمتصلتان على  cos و  sin الدوال المثلثية  �

 

 متصلة على كل مجال ضمن مجموعة تعريفها tan دالة  �

 

f فإن  I متصلتان على مجال  g و f إذا كانت  � g+  و f g×  متصلتان على I 

 

0g و  I متصلتان على مجال  g و f إذا كانت  � 1 فإن  I على  ≠

g
f و  

g
 .I متصلتان على  

0f و  I متصلة على مجال  f إذا كانت  �  .I متصة على  f فإن  I على  ≤

 

)بحيث   Jمتصلة على  gو  Iمتصلة على مجال  f إذا كانت  � )If J⊂  فإنg fo  متصلة علىI  
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 لدينا :
1
: 2f x x −a  متصلة على[ ]من  xو لكل  ∞+,2] [2,+∞  :( )1 0f x ≥  

1إذن 
f f=  متصلة على[ [2,+∞  

6. 
2

1
:

x

x
f x

+
a 

 لدينا :     
1
:f x xa  متصلة على+ℝ    

2و لدينا       

2
1: xf x +a  متصلة علىℝ  بالخصوص على+ℝ  و لكلx  من+ℝ  :( )2

0f x ≠  

1إذن      

2

f

f
f   .ℝ+متصلة على  =

7. 2
sin

7
: xf x

π + 
 

a 

2لدينا 

1
7

: xf x
π+a  حدودية متصلة علىℝ   بحيث( )1

f =ℝ ℝ  و الدالة( )2
sin: xf x a  متصلة

   ℝعلى 

إذن 
2 1

f f f=   ℝمتصلة على  �
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 صورة مجال بدالة متصلة و رتيبة قطعا )5

)  Iالمجال    )f I  

  ,a b    ( ) ( ),f a f b 
   

  ,a b    ( ) ( ), lim
x b
x b

f a f x
→
<

 
 
 

  

  ,a b    ( ) ( )lim ,
x a
x a

f x f b
→>

 
 
 

  

f تزايدية قطعا  ,a b    ( ) ( )lim ,lim
x a x b
x a x b

f x f x
→ →> <

 
 
 

  

  ,a  −∞  ( ) ( )lim ,
x

f x f a
→−∞

 
 

  

  ,a  −∞  ( ) ( )lim ,lim
x x a

x a

f x f x
→−∞ →<

 
 
 

  

  ,b  +∞  ( ) ( ), lim
x

f b f x
→+∞

 
 

  

  ,b  +∞  ( ) ( )lim , lim
x b x
x b

f x f x
→ →+∞
>

 
 
 

  

  ,  −∞ +∞ ( ) ( )lim , lim
x x

f x f x
→−∞ →+∞

 
 

  

  ,a b    ( ) ( ),f b f a 
   

  ,a b    ( ) ( )lim ,
x b
x b

f x f a
→
<

 
 
 

  

  ,a b    ( ) ( ),lim
x a
x a

f b f x
→>

 
 
 

  

  ,a b    ( ) ( )lim ,lim
x b x a
x b x a

f x f x
→ →
< >

 
 
  

  

f تناقصية قطعا  ,a  −∞  ( ) ( ), lim
x

f a f x
→−∞

 
 

  

  ,a  −∞  ( ) ( )lim , lim
x a x
x a

f x f x
→ →−∞<

 
 
 

  

  ,b  +∞  ( ) ( )lim ,
x

f x f b
→+∞

 
 

  

  ,b  +∞  ( ) ( )lim ,lim
x x b

x b

f x f x
→+∞ →

>

 
 
  

  

  ,  −∞ +∞ ( ) ( )lim , lim
x x

f x f x
→+∞ →−∞
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  :1مثال 

)المعرفة بما يلي :  fنعتبر الدالة العددية  ) 2 1

1

x
x

x
f

+=
−

  

} :لدينا  } { } { }/ 1 0 / 1 1 ,1 1,fD x x x x       = ∈ − ≠ = ∈ ≠ = − = −∞ ∪ +∞ℝ ℝ ℝ  

  

]لنحدد صور المجالات التالية :  [و  3;2[ [و  ∞+;1] [و  ∞−1;] ]و  4;1[ [0;1  

  ( لأنها دالة جدرية ) fDقابلة للاشتقاق على كل مجال ضمن  fالدالة 

fxليكن  D∈  :

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 1 ' 1 2 1 1 ' 2. 1 2 1 .12 1 2 2 2 1 3
'

1 1 1 1 1
'

x x x x x xx x x
x

x x x x x
f

 
 
 

+ − − + − − − ++ − − − −= = = = =
− − − − −

  

)إذن :  ) ( )
( )2

3
'

1
f

x D f x
x

−∀ ∈ =
−

). من الواضح أن   ) ( )' 0fx D f x∀ ∈ تناقصية قطعا  fو منه الدالة  >

  fDعلى 

( ) ( ) ( ) 7
2;3 3 ; 2 ;5

2
f f f

       
 

= =  

( ) ( ) ( )
1
1

1; lim ;lim 2;
x

x
x

f x f xf
→+∞ →

>

 
        
  

+∞ = +∞=  

( ) ( ) ( )
1
1

;1 lim ; lim ;2
x

x
x

f x f xf
→−∞→

<

 
        
  

−∞ = −∞=  

( ) ( ) ( )
1
1

1;4 4 ;lim 3;
x
x

f f f x
→
>

 
        
  

= = +∞  

( ) ( ) ( )
1
1

0;1 lim ; 0 ; 1
x
x

f x ff
→
<

 
        
  

= −∞ −=  
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  :2مثال 

)المعرفة بما يلي :  fنعتبر الدالة العددية  ) 3
7 2x x xf = + −  

  لأنها دالة حدودية ℝقابلة للاشتقاق على  fالدالة 

xليكن  ∈ℝ  :( ) ( ) 23
' 3 77 2' x xx xf = += + )إذن :  − ) ( ) 0' xx f >∀ ∈ℝ  

  ℝتزايدية قطعا على  fو منه الدالة  

  

[لنحدد صور المجالات التالية :  [;−∞ ]و  ∞+ ]1;3  

( ) ( ) ( ); lim ; lim ;
x x

f x f xf
→−∞ →+∞

         
−∞ +∞ = −∞ +∞=      

( ) ( ) ( )1;3 1 ; 3 6;46f f f        
= =    

  

 مبرهنة القيم الوسيطية : )6

a;متصلة على  fإذا كانت   b    فإنه لكلλ  محصور بين( )af  و( )bf  يوجد على الأقلc  من;a b    بحيث

 :( )f c λ=  

  

  نتائج :

]مبرهنة القيم الوسيطية  ( وجودية الحل على  � ],a b ( 

a,متصلة على  fإذا كانت  b    و( ) ( ) 0f a f b× )فإن المعادلة  > ) 0f x تقبل حلا على الأقل في المجال  =

,a b    

  

  مثال :

4لنبين أن المعادلة : 
3 0x x+ − [تقبل حلا على الأقل في  = [0;2  

)المعرفة ب :  fنعتبر الدالة  � ) 4 3xf x x= + − 

0,2( لأنها دالة حدودية ) بالخصوص على المجال ℝعلى  متصلة fالدالة  •    

)لدينا  • )0 2f = )و  − )2 15f ) إذن = ) ( )2 00f f <× 
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)فإن المعادلة : و منه حسب مبرهنة القيم الوسيطية  ) 0f x 2;0تقبل حلا على الأقل في  =    

  

]مبرهنة القيم الوسيطية بالوحدانية  ( وجودية ووحدانية الحل على  � ],a b ( 

a, متصلة و رتيبة قطعا على f إذا كانت b   و ( ) ( ) 0f a f b× ) فإن المعادلة > ) 0f x تقبل حلا وحيدا في  =

a,المجال  b    

 

  مثال :         

3لنبين أن المعادلة          
2 1x x+ 0,1تقبل حلا وحيدا في المجال  =      ( )3 3

2 1 2 1 0x x x x+ = ⇔ + − =  

)المعرفة ب :  fنعتبر الدالة  � ) 3 2 1xf x x= + − 

0,1( لأنها دالة حدودية ) بالخصوص على المجال ℝعلى  متصلة fالدالة  •   

  

0,1( لأنها دالة حدودية ) بالخصوص على المجال ℝقابلة للاشتقاق على  fالدالة  •   

1x;0ليكن    ∈  :( ) ( ) 23 ' 3 22 1' x xx xf = += + −  

)إذن :  ) ( ) 0' xx f >∀ ∈ℝ  و منهf 0,1على  تزايدية قطعا    

  

• ( )0 1f = )و  − )1 2f )إذن  = ) ( )1 00f f <× 

 

)و منه حسب مبرهنة القيم الوسيطية بالوحدانية فإن المعادلة :  ) 0f x 1;0في  وحيداتقبل حلا  =    
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 ) Iمبرهنة ( وجودية ووحدانية الحل على مجال  �

)و  Iمتصلة و رتيبة قطعا على  fإذا كانت  )0 f I∈   فإن المعادلة( ) 0f x   Iتقبل حلا وحيدا في المجال  =

  

  مثال :

3لنبين أن المعادلة     
2 5 4 0x x+ − 0ثم تحقق أن  ℝفي  α تقبل حلا وحيدا = 1α< <  

)المعرفة ب :  fنعتبر الدالة  � ) 3
2 5 4xf x x= + − 

 ( لأنها دالة حدودية ) ℝعلى  متصلة fالدالة  •

  

 ( لأنها دالة حدودية ) ℝقابلة للاشتقاق على  fالدالة  •

xليكن  ∈ℝ  :( ) ( ) 23 ' 3 52 5 4' x xx xf = += + −  

)إذن :  ) ( ) 0' xx f >∀ ∈ℝ  و منهf على  تزايدية قطعاℝ  

)لنحسب  • )f ℝ  :( ) ( ) ( ) ( ); lim ; lim ;
x x

f f f x f x
→−∞ →+∞

        
= −∞ +∞ = = −∞ +∞ =ℝ ℝ 

)إذن :   )0 f∈ ℝ  

  

)و بالتالي المعادلة  ) 0f x   ℝفي  αتقبل حلا وحيدا =

  

0لنتحقق أن  � 1α< < : 

  

0,1  متصلة fالدالة  •   

• ( )0 4f = )و  − )1 3f )إذن  = ) ( )1 00f f <× 

0إذن حسب مبرهنة القيم الوسيطية فإن :  1α< < 
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 الدالة العكسية لدالة متصلة و رتيبة قطعا : )7

    خاصية :

1fتقبل دالة عكسية  fفإن  Iدالة متصلة ورتيبة قطعا على مجال fإذا كانت )معرفة من مجال  − )J f I=  نحو 

I  
  

            نتائج: 

    
( ) ( ) ( )1

1
f y xy f x

y Ix J

−  ==
⇔  ∈∈ 

  

( ) ( )
( )

1

1

;
2

;

f f x x x I

f f x x x J

−

−

 = ∈
 = ∈

o

o
  

 

     خاصيات:     

1fدالة و  fلتكن    لدينا : Jدالتها العكسية على المجال  −

� 1f   Jمتصلة على المجال  −

� f  1وf  لهما نفس الرتابة −

1fمنحنى  � yبالنسبة للمستقيم ذي المعادلة  fهو مماثل لمنحنى  − x=   المنصف الأول )

  للمعلم )
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  مثال :

)المعرفة بما يلي :  fنعتبر الدالة  ) 3 5

1

x
x

x
f

+=
+

  

  

1;0على المجال  fقصور  gلنبين أن   •    1تقبل دالة عكسيةg  يتم تحديده : Jمعرفة على مجال  −

 

� g  1;0قصور دالة جدرية معرفة على المجال    إذنg  1;0على متصلة   

 

� g  1;0قصور دالة جدرية معرفة على المجال    إذنg  1;0قابلة للاشتقاق على   

1x;0ليكن         ∈  :( )
( )2

3 5 2
' '

1 1

x
g x

x x

 
 
 

+ −= =
+ +

  

) إذن :      ) ( )0;1 ' 0x g x  ∀ ∈ 1;0على  تناقصية قطعا gو منه  >    

  

1gتقبل دالة عكسية  gو بالتالي  1;0نحو  Jمعرفة على مجال  −    

)بحيث :  ) ( ) ( ) [ ]4;50;1 1 ; 0g gJ g  =     ==  

  

)لنحدد :   • ) ( )1x J g x−∀ ∈  

]ليكن  � ]4;5x J∈ = 

( ) ( ) ( )1
0;1y g x x g y y I−   = ⇔ = ∈ =  

                        
3 5

1

y
x

y

+⇔ =
+

     

                           ( ). 1 3 5x y y⇔ + = +      

  

                     3 5xy x y⇔ + = +  

                     3 5xy y x⇔ − = −  

                   ( ). 3 5y x x⇔ − = −     
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5

3

x
y

x

−⇔ =
−

  

  

]إذن :      ]( ) ( )1 5
4;5

3

x

x
x J g x− −

−
∀ ∈ = =

  

)  nالجذر من الرتبة  )8 )n ∗∈ℕ 

 تعريف :  . أ

   ℕ∗من  nليكن  

nxالدالة العكسية للدالة   xa  0على المجال,  +∞  تسمى دالة الجدر من الرتبةn  : و نرمز لها بnx xa  

nxالدالة  xa  0متصلة و تزايدية قطعا على,  +∞  

  

 أمثلة :  . ب

( ) 11n x x= =           

( ) 22n x x=   ( الجذرالمربع )    =

( ) 33n x=    ( الجذر المكعب )  

   خصائص :ج. 

  عددان حقيقيان موجبان. لدينا :  yو  xليكن 

( )n
n x x=       nn x x=          m n nmx x=       

mmn nx x=         

. .nn nx y x y=           ( )0
n

n
n

x x
y

y y
≠ =  

  

  أمثلة :

  لنبسط ما يلي :  . أ

3 3427 16 729a b c= = =  

3 33 3 327a = ==  

4 44 2 216b = ==  
6 623 3 6729 729 729 3 3c = = = = =  
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3قارن العددان :   . ب 4x 4و    = 5y = 

3 لدينا : 4 4 123 4 2564x ×= 4و     == 3 3 124 5 1255y ×= ==  

125بما أن  12فإن  >256 12125 yو منه  >256 x< 

اجعل مقام العدد التالي جذريا:   . ج
3

1

4 1−
  : 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )2 2 2
23 3 3 3 3 3

3 3
3 33 3

2
23 3

3

4 4 1 4 4 1 4 4 11

4 1 34 1 4 1

4 4 1

1

4 1

+ + + + + +
= = = =

−− −

+ +

−
 

 

  د. خاصية:

nدالة و  fلتكن  ∗∈ℕ   

)إذا كان  � )
0

lim
x x

f x
→

= )فإن :    ∞+ )
0

lim n
x x

f x
→

= +∞ 

)إذا كان  � )
0

lim
x x

f x l
→

0lو   = )فإن :    ≤ )
0

lim nn
x x

f x l
→

= 

nفإن  Iمتصلة و موجبة على مجال  fإذا كانت  � f  متصلة علىI  

  

 أمثلة :

3لنحسب  .1 2
lim 1

x
x x

→−∞
+ − : 

2 لدينا : 21 limlim
xx

x x x
→−∞→−∞

+ − = = 3إذن :  ∞+ 2lim 1
x

x x
→−∞

= +∞+ −  

  

3لنحسب  .2
8

lim
1x

x

x→+∞ +
 : 

8لدينا  8
lim 8

1
lim

xx

x x

x x→+∞→+∞
= =

+
3إذن :   333 8 2 2

8
lim

1x

x

x→+∞
= = =

+
  

  

3لندرس اتصال الدالة :  .3 2:h x xa 

:2لدينا :  xf x a  متصلة علىℝ  و( ) ( ) 0x xf∀ ∈ ≥ℝ  
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3إذن الدالة  fh   ℝمتصلة على  =

  

 القوى الجدرية لعدد حقيقي: )9

 تعريف :  . أ

0xو   ℕ∗من  mو  nليكن    لدينا : <
1

n nx x=         و
m

mn nx x=  

  

  أمثلة :

• 
3

3445 5= 

• 
5

2
5 1052 2 10
2

1 1 1 1
4

24 24

−
= = = = 

 خاصية :  . ب

  : ℚ∗من  r'و  rو لكل  yو  xلكل عددين حقيقيين موجبين قطعا 

  

• ' '
.

r r r rx x x+ =  • ( ). .
rr ryx x y=  • ( ) '

. '
r

r r rx x=  

• 
1 r

r
x

x

−=  • 
r

r

r

x

y

x

y

 
 
 

=  • '
'

r r
r

r

x
x

x
−= 

    
 

  مثال :

لنبسط العدد 
3 4

12

8 32

2 64
A

×=
×

( ) ( )
( )

1 1

1 13 2
1 12 4 1 1 3 5 1

3 56 83 4 6 8 6 8 2

1 1 1 1 1 1 6112
62 12 2 12 12 2 122

8 32
2 28 32 8 32 2 2 2

2 64
2 64 2 64 2 22 2

A

   
   
   

× ×× × ×= = = = = =
× × × ××

5

8

1

2

2

2

× 5 1 1

88 2 8

1

2

2 2 2

2

−
= = =

×
  

 

つづく 


