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Les ensembles et les applications

(Série #1 : 15 exercices résolus)

Exercice 1 :
On consideére les deux ensembles suivants :

A ={(n.n*)/nON} et B ={(2n,n)/n ON}

Déterminer A N B

Exercice 2 :

On consideére les deux ensembles suivants :

A=l 0zl e B =122 0z
4 5 2 5

Montrer que A n B =[]

Exercice 3 :

Décrire & (3’ ({ a} )) ou a désigne un élément

Exercice 4:
Soient A,B,C 09 (E). Etablir A\(B nC)=(A\B)O(A\C)

Exercice 5 :

Soient A,B,C et D des parties de E , montrer que :
(B\C)OA=E
A = (B\D)OA
(C\D)DA=E

Exercice 6 :

Etant donné A et B deux parties de E , justifier: C; \C} =B \A

Exercice7 :

Etant donné A, B et C trois parties de E , justifier les équivalences suivantes :

a) AOB -« AOB =B
b) A=B -« AnB=A0B
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¢) ADB=AnC - BOADOC
AUOB=A0C
< B =C
AnB=AnC

Exercice 8 :

Soient A et B deux parties de E .

Montrer que : AAB :(A DB)\(A N B)

Rappel : AAB est appelé différence symétrique de A et B
Etona AAB =(A\B)O(B\A) .

Exercice 9 :

Etant donné A, B et C trois parties de E ,montrer que :
a) AAB =AAC - B=C
b)) A\B=A < B\A=B
c) AAB=AnB = A=B=0

Exercice 10 :

Soient A et B deux parties de E .
Discuter et résoudre 1’équation A [J X =B d’inconnue X [ 9’(E )

Exercice 11 :
Soient A et B deux parties de E .
Discuter et résoudre I’équation A N X =B d’inconnue X DfP(E )

Exercice 12 :
Soient A et B deux parties de E .
1) Montrer que A [ B si et seulement si & (A) aa (B )

2) Montrer que J (AnB) () fl’( )etque () 9’(B)D3’(ADB)
3) MontrerquemJ(AElB)D (A)D (B)alors(AElB ou BI:IA)

Exercice 13 :

Soient E et F deux ensembles . A et B deux partiesde E , C et D deux parties de F'.
1) Montrer que (A N B)X(C N D) :(A XC) N (B XD)
2) Montrer que (A U B)XC :(A XC)I:I (B ><C)

Exercice 14 :
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Soient E et F deux ensembles. A est une partie de E et B est une partie de F
1) Montrer que C; xC} OC.E
2) Montrer que C,.f =ExCy OC) XF

ExF

Exercice 15 :
Etant donné A, B et C trois parties de £ ,montrer que :

D A=(AnBnC)O(AnBnC)O(AnBnC)O(AnBNC)
2) (AOB)n(BOC)n(COA)=(AnB)O(BnC)O(CNA)
3) AnB=AnC - AnB=AnC
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Corrigé de I’exercice 1

b Soit (x,y)un élémentde A n B

Ona (x Yy )DA donc il existe un entier naturel ntel que x =net y =n’

Etona (x ,V ) [ B donc il existe un entier naturel m tel que x =2met y =m

Donc n =2met m =n*

D’ou m =4m? c-a-d m =0 (car m ON)

b Si m =0alors (x,y)=(0,0) etona (0,0)0A n B
Et par suite A n B ={(0,0)}
Corrigé de I’exercice 2

Supposons que A n B # [
Donc il existe x LR tel que x ,UA et x ,UB

Donc il existe k,[1Zet k,0Ztels que : x, I A 2k
2 5 4 5
Donc 1,26 _1,2%,
2 4 5
Donc k, -k, :_?5

Ce qui est absurde (car k, —k,Zet %5 Uz

Et par suite A n B =
Corrigé de I’exercice 3

Ona #({a}) ={0{a}} donc #(2({a})) ={0 {0} {a} {0 {a}}}
Corrigé de I’exercice 4

Soient A,B,C 09 (E)

A\(BnC)=AnC=an(ciOcs)=(Anct)O(AnCE)=(A\B)O(ANC)
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Corrigé de I’exercice 5 :

On suppose que (B \C)I]A =FE et (C \D)DA =F
Donc (B\C)OAet (C\D)OA
Donc (B m(?)I]Aet (C mB)DA

Montrons que (B \D) A c.-a-d. (B N 5) A
Soit x O(B nD) c.-a-d. x OB et x 0D

P SixOCalorsx OC nDdou xOA (carCnD A)
P Six OC alors x OB nC dod x JA (car BNC JA)

Dans lesdeux casona: x LA
Et par suite (B \D) A

Corrigé de I’exercice 6 :
CA\CE=CAnCS =B nC:=B\A

Corrigé de I’exercice 7 :

Soient A, B et C trois parties de E
a) (:>)supposons que A UUB
P Onsaitque B A OB
P Soit x JA OB
Donc x A ou xUB
% Si x OB (terminé)
4 Si x JA alors puisque A [1Bona x [UB
Dans tous les casona x [JB
(xUAOB =xUBdonc ALUBURB)
D'ou AUB B
On conclutque AOB =B..
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(D ) Supposons que A 1B =B
On saitque A JA OB et comme A[UB =B alors A B

b) (:>)supposons que: A=B
Donc AnB=B et AUB=B
D'ouAnB=A0UB

(I:I ) supposons que A n B =AUB

OnaAUAOB=AnBUBetBUAUB=AnBUA
Donc AUOB et BOA

D’ou A =B

c) (:>) Supposons ALB =AnC
OnaBUOAUOB=AnCUOAUOAOB=AnCUC donc BOALUC.

(I:I )Supposons que B A UC

Donc ALUB=A et AnC=A
Donc ADB=AnC

d) (:>)Supp0sons que AUB=AUCetAnB=AnC

P Soit x OB
4@ SixUOAalors x UAnB =AnC donc x LIC
4 Si x A alors sachant que x JA OB (car x [IB)
onaxUAUOC (carAUOB=A0C)
or x [JA donc x LIC
Dans les deux cas x LIC .Ainsi B LIC
¥ De maniére symétrique : C 0 B
D’ou B =C

(0)SiB=C
Ilestévidentque AUB=AUCetAnB=AnC
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Corrigé de I’exercice 8 :

Soit x UE

xUOAAB - (x OA et xDB) ou (x OB et xDA)
- (x OA ou xDB) et (x UA ou xDA) et (x OB ou xDB) et (x OB ou xDA)
= xUOAOB et xUOANB
- xO(AOB)\(AnB)

Corrigé de I’exercice 9

a) (:>)Supp0s0ns que AAB =AAC
P Soit x OB
4 Si x A alors x AAB donc x JAAC et puisque x [JA alors x LJC
4 Si x A alors x AAB donc x JAAC et puisque x [JA alors x JC
Dans les deux cas x C . Ainsi B UC
P De maniere symétrique : C 0 B
(D )Réciproque immédiate .

b)
A\B=A < AnC}=A
- AOcC?

A
orAO0C! - BoOC? ( B”CE"BJ

o B\A =B
Etdonc A\B=A < B\A=B

c) Supposons que AAB =AnB
Donc :
(AOB)\(AnB)=AnB
Donc AnB=0=A0UB
Donc A =B =11
D’out AAB=AnB = A=B=0
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Corrigé de I’exercice 10

(:>) supposons que A 1 X =B
b Si A O B il est clair que 1’équation n’a pas de solutions. S =[]

P Si A B alors:
AOX =B = X UOB et B\AUX

(I:I )inversement ok

Ainsi §$ ={x 02(E)/(B\A)OX OB}
Corrigé de I’exercice 11

(:>) supposonsque A N X =B
¥ Si B A alors I’équation n’a pas de solutions
P SiBOA

OnaX =(AnX)O(AnX)=BOC avecC=AnX DA
(I:I ) inversement
Si X =B OC avec C OA
Alos AnX =An(BOC)=(AnB)0(ANnC)=(AnB)00=B
(carAnB:BetCDZ)
Ainsi § ={X =p0C/c 0A} =[x 02(E)/B0X OB OA)

Corrigé de I’exercice 12

1)
P On suppose que A OB

Soit X OP(A)
Ona X [JAetpuisque A [JB alors X UB
Dot X 0%(B) c.-a-d. 2(A)DP(B)
b Supposons que #(A) 0% (B)
Ona AO%P(A)etpuisque P(A)0P(B)alors ADP(B) c-a-d. A OB
Et par suite A [J B équivaut a fP(A) [l fP(B )
2)
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3)

1)

2)

9/12

v OnaAnBUOA
D’apres le résultat de la question 1) , on aura : fI’(A N B) l fl’(A)

et De maniere symétrique : & (A N B) ue (B)
donc P(AnB)0P(A)nP(B)
v OnaAOAOB
D’apres le résultat de la question 1) , on aura : fI’(A) U fl’(A UB )
et De maniere symétrique : fI’(B) DFP(A DB)
donc (A)02(B)0P(AUB)
Supposons que :'P(A DB)D?(A)D:’P(B)
Ona AOBOP(ADB)
Et puisque (A OB)0P(A)DP(B) alors ADBOP(A)ou ADBOP(B)
Dot AUBUAouAOBUB

Etpuisque AJAUBet BUAUB alors ALIB=AouAB =B
Donc A llBou B [1A.

Corrigé de I’exercice 13

b Soit (x,y)un élémentde (A n B)x(C n D)
OnaxUAnBetylUCnD
Donc x JAet x OBet y [IC et y LUD
Donc (x,y)EIAXCet (x,y)I]B xD
Dot (x,y)O(AxC)n (BxD)
Et par suite (A nB)X(C nD)D(A XC)n(B ><D)
b Soit (x,y )un élément de (A xC)n (B xD)
Ona (x,y)0AxCet (x,y)OBxD
Donc x [JAet y LIC et x UB et y UD
Donc x 1A nBet y UIC nD
Donc (x,y)l](A mB)X(C mD)
Et par suite (A xC)n (B*xD)O(A nB)x(C n D)
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b Soit (x,y ) un élément de (A O B)xC

OnaxUAOBet yUC

Donc (xDA ou xEIB)etyEIC
Donc(xDA et yDC)ou(xElB et yDC)
Donc(x,y)I]AXCou(x,y)DBxC

D’ou (x,y)O(AxC)O(B xC)

Et par suite (A OB )xC O(AxC)O(B xC)
Soit (x,y )un élément de (A xC )0 (B xC)
Ona(x,y)DAxCou(x,y)I]BxC
Donc(xDA et yDC)ou(xDB et yDC)
Donc (xDA ou xIZIB)etyI:IC

Donc x HA OB et y UC

Dot (x,y)O(AOB)xC
Etparsuite(AXC)D(BXC)EI(ADB)XC

Corrigé de I’exercice 14

1) Soit (x,y)un élémentde C; xC}

2)
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Ona x OCjet y OC}
Donc x [JAet y [IB

Donc (x,y)l]A xB

Dou (x,y)OC

Et par suite C} xC} OCA:7

ExF

b Soit (x,y ) un élément de C 7

Ona (x,y)JAxB

Donc (xDA ou yI]B)

Donc(xDA et yDF)ou(xElE et yI]B)
Donc (x,y )OCj xF et (x,y )OE xC}
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Dot (x,y)OC,; xF OE xC}
Et par suite C,.f OC/ xF OE xC}

b Soit (x,y)un élément deCy xF OE xC}
Ona(x,y)DngF et (x,y)DEXle
Donc x OCj et y OC;
Donc x DA et y B
Donc (x,y)I]AXB
D’ou (x,y)OC
Et par suite C; xF OE xC; OC7

Corrigé de I’exercice 15

1)
(AnBnc)O(anBnc)o(anBnC)O(anBnC) =|(4nB)n(cOC)|D|(anB)n(cOC)]
=((AnB)nE)D((4nB)nE)
=(AnB)0(AnB)
=A_n(BD§)
2)
(AOB)n(BOC)n(COA) =[BO(AnC)]n(CcOA)
=(Bn(c0A))O((AnC)n(cOA))
=(BnC)O(BnA)O(ANC)

3)
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AnNB=AnC = AnB=AnC

= AOB=AOC

= AOB=A0C

= An(a0B)=An(ADC)

= (AnA)0(AnB)=(anA)O(ANnC)

[ —
a O
= AnB=AnC
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AnB=AnC = AnE:Ang
- AnB=AnC

(D’apres I’'implication précédente)
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