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رياضيةالثانية علوم   

  2017تصحيح �م
	ان الوطني 

  ن ) 3,5ا
��ر	ن ا�ول : (

  

)�ذ�ر أن  )( )3 , ,M + ×ℝ  و�����
��� وا�د	� ��رھ� ا�

0 0 0

0 0 0

0 0 0

O

 
 =  
 
 

  

و و�د��� ا
���و�� 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

I

 
 =  
 
 

)و أن   ), ,+ ×ℂ . �
  #"م � �د

 $%�

1 0 0

1 1 0

1 1 1

A

 
 =  
 
 

)و 
�ل   ),a b  ن�2ℝ  ،( ), 0 0 0

a b b

M a b

b a a

− 
 =  
 − 

  

)�)� ر ا
�#�و'�  ) ( ){ }2, / ,E M a b a b= ∈ℝ  

�ز�رة  E 	ن أن  -1  0,5
)ز�رة #ز+	�  )( )3 ,M +ℝ  

0,5  2- � ,�))رف ' )3M ℝ  ��"��0ون ا
�ر�	ب ا
دا. "Τ  : ��	 ��   

      ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )4, , , , , , ,a b c d M a b M c d M a b A M c d∀ ∈ Τ = × ×ℝ  ،  

)#زء �"��ر �ن  E���ق أن  )( )3 ,M Τℝ  

  

	�ن  -3ϕ  ن�ق 	ط �
aا
ذي 	ر ط �ل 'دد '�دي 4	ر ��)دم  ��Eو  ℂ∗ا ib+   :ث	� )( ) 2,a b ∈ℝ (


���و�� � ( ),M a b  ن�E  

)���7ل �ن  ϕأ) ���ق �ن أن   0,75 ),∗ ×ℂ  و��( ),E Τ  و أن( ) Eϕ ∗ ∗=ℂ  : ث	�( ){ }\ 0,0E E M∗ =  

)ب) ا"���8 أن   0,75 ),E
∗ Τ  د	���
  Jز�رة � �د
	� 	� 9� ��د	د '��رھ� ا

0,5  4-  ��"أ)  	ن أن ��0ون ا
�ر�	ب ا
دا. "Τ  ��
���ون ا
�ر�	ب ا
دا. � "�
"�وز	)�  � "+  ��E  

)ب) ا"���8 أن      0,5 ), ,E + Τ �
  #"م � �د

  

  

 : ���:
  ن ) 3,5(ا
��ر	ن ا


	�ن   m .)دم��ر 	4 �	ددا '�د'  

  ا
#زء ا�ول :

)ا
�)�د
� :  �ℂ)� ر �� ا
�#�و'�  ) ( ) ( )2 2: 2 2 1 1 0E z m i z m i m i− + + + + + + =  
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0,5  
1-  �
)���ق أن ��	ز ا
)�د )E  : ھو( )2

2im∆ =  

)ا
�)�د
�  �ℂل �� ا
�#�و'�  -2  0,5 )E  

   : ���:
�م ��)��د ���ظم و � �7ر ا
#زء ا(� ,
)ا
�"�وى ��"وب إ )1 2, ,O e e
� �

  

}���رض أن  }\ 0,1,m i∈ℂ  : $%� و( )1

1
1

2

i
z m

+= )و  + )2

1

2

i
z m i

−= +  

و Mو Bو �A)� ر ا
��ط
1M و

2M  �
�, ا
�وا' ��0��
و  mو  iو  1ا
�� أ
1z  و

2z  

1أ) ���ق أن :  -1  0,25 2 1z iz= +  

  

0,5  
ب)  	ن أن   

1M  ورة� �ھ
2M  ط���

دوران ا
ذي �ر�زه ا� Ω  ق��
ذات ا

1

2

iω +=  A�	س زاو�	و 0
2

π
  

  

0,5  
2أ) ���ق �ن أن :  -2

1

1z m m
i

z m m i

− −=
− −

  

و Mب)  	ن أ�A إذا ���ت ا
��ط     0,5
1M و

2M  نC� �	�	��"�M  دا+رة
)����� إ
, ا )Γ  أ�د أ0ط�رھ� ��
]ا ]AB  

  

0,75  
و Mو Ω �	ث ��ون ا
��ط  �Mدد �#�و'� ا
��ط  ج)  

1M و
2M  ظ أن�E ) . داورة��1

2

z
i

z

ω
ω

− =
−

 (  

  

  


ث : �:
  ن ) 3(ا
��ر	ن ا

5'دد أو
� و أن  ��2017 ل أن    22016 2 3 7=  


	�ن p  "�وي	ن أو �أ� ر  �	
  5'ددا أو

  

  

0,25  


	�ن ا
زوج  -1( ),x y  ن�∗ ∗×ℕ ℕ    : ث	1 �
2017

p
px y

−+ =  

2017pأ) ���ق أن :     <  

  Ey 	�"م  pب)  	ن أن :       0,5

]ج)  	ن أن     0,75 ]1 1p
y p

−   2016	�"م p:م ا"���8 أن  ≡

7pد)  	ن أن :     0,5 =  

)، ا�زواج  �pدد ، �"ب 0	م  -2  1 ),x y  ن�∗ ∗×ℕ ℕ  : ق��� ��
1ا 2017ppx y −+ =  

  

  

  ن ) 10(ا
��ر	ن ا
را $ : 

]ا
�)ر�� '�,  �f)� ر ا
دا
� ا
)دد	�  ا
#زء ا�ول :   [0,+∞  : ��	 ��   

                   ( )0 0f [و        = [( ) ( )
1

1
0, 1 xx f x e

x

− ∀ ∈ +∞ = + 
 

  


	�ن ( )C  �
�دا
)���ظم �� �)�م ��)��د  fا
����, ا
��:ل  ), ,O i j
� �

F� )2i.ذ   j cm= =
� �

 (  

0,25  1-  �
�, ا
	�	ن ��  fأ)  	ن أن ا
دا' �����0  

0,5     �

7G���ق '�, ا
	�	ن ��  fب)  	ن أن ا
دا �� �00  
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0,5     �

7G���ق '�,  fج)  	ن أن ا
دا �� �0] ):م أ�"ب  ∞+,0] )f x′  ل�
x  ل�#�
[�ن ا [0,+∞  

)أ) أ�"ب  -2  0,5 )lim
x

f x
→+∞

 . ��	�  :م أول � 	��	� ا
��	#� ا
���ل '

0,25      �
  fب) ا'ط #دول �9	رات ا
دا

0,75  3-  ,����
)أ)  	ن أن ا )C  ل ��ط� ا�)ط�ف �	I . دھ�	م ��د�	  

0,5     ,����
)ب) أر"م ا )C ذ.F� ) .( )1 0,7f 34و    ⋍ 0,2e − ≃   (  

  

  

0,25  

: ���:
]ا
�)ر�� '�,  �F)� ر ا
دا
� ا
)دد	�  ا
#زء ا [0,+∞  : ��	 �� ( ) ( )1

x
F x f t dt= ∫  

1-  �
�, ا
�#�ل  F 	ن أن ا
دا' �����[ [0,+∞  

��  ��#زاء  	ن أن : -2  0,5����
  أ)  �"�)��ل طر	�� ا

        ] [( )
1 11

1 1
1 1

0, t tx

x x
x e dt e xe e dt

t

− −−−∀ ∈ +∞ = − −∫ ∫  

  

0,25  
ب) �دد   

1
1 1

1 t

x
e dt

t

− + 
 

�ل  ∫x  ل�#�
[�ن ا [0,+∞  

  

0,5  

)ج)  	ن أن :    )1
1

0
f x dx e

−=∫  

)) �"��� �	ز ا
�"�وى ا
���ور  	ن ا
����, 2cmأ�"ب  �
"��	��ر �ر $ ( -3  0,5 )C : تEد�(�
  و ا
�"��	��ت ذات ا

0x 2xو  = 0yو  = =  

  

  

0,5  


	� ا
)دد	�  -4����
)�)� ر ا )
0n n

u
≥

 : ��)ا
�)ر��  �� 	 ) ( )2
n

u F n F n= − +  


�ل 'دد ��	H ط 	)�    Aن أ�	  ، �	����
	و#د 'دد ��	��  nأ)  �"�)��ل � رھ�� ا
�زا	دات ا
nv  ل�#�
�ن ا

] [, 2n n +  

 �	ث :               

1
1

2 1 nv

n

n

u e
v

− 
= + 

 
  

  

0,25  
)ب)  	ن أن :    )

1 1

2
1 1

2 1 2 1
2

n n
nn e u e

n n

− −
+∗    ∀ ∈ + ≤ ≤ +   +   

ℕ  

limج) ا"���8    0,25
n

n
u

→+∞
  

  

  

0,5  


ث :�:
   ا
#زء ا


�ل 'دد ��	H ط 	)� 4	ر ��)دم  أ)  -1 Aن أ�	 n د	و#ب 0ط)� و�� ��	و#د 'دد ��	
na  : ث	� ( )

1

n
nf a e

−
=  

0,25      �	
����
)ب)   	ن أن ا )
1n n

a
≥

  �زا	د	� 

  

)ج)  ���ق أن :      0,25 ) 1 1 1
ln 1

n n

n
a a n

∗  
∀ ∈ − + + = − 

 
ℕ  

  

0,25  
]أ)  	ن أن :  -2 [( ) 21

0, 1 1
1

t t t t
t

∀ ∈ +∞ − ≤ ≤ − +
+

  

  

]ب)  	ن أن :      0,5 [( ) ( )
2 2 3

0, ln 1
2 2 3

x x x
x x x∀ ∈ +∞ − ≤ − + + ≤ − +  
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0,5  


	�ن  -3n  "�وي	ن أو �أ� ر  �	)	ط  ��	4'ددا ��  

4أ) ���ق أن       1a 1na:م ا"���8 أن :     ≤ ( �� ل أن :     ≤
3

4 2e ≥   (  

  

ب)  	ن أن :     0,5
22 2

1 1
3

n

n

a

a n
− ≤ 
ث )- 2ج)  و -1(  	���ك ا"�)��ل ا
"ؤا
	ن    ≥�:
  ب) �ن ا
#زء ا

  

ج)  	ن أن :     0,5
6

n

n
a≤   ن	
limب))  :م ا"���8 -3أ)  و - 3(  	���ك ا"�)��ل ا
"ؤا n

n
a

→+∞
  

  

د) �دد :     0,5
2

lim n
n

a
n→+∞
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  ���	H ا
��ر	ن ا�ول

  

)ز
رة �ز��
 ��ز
رة  ����Eن أن   -1 )( )3 ,M +ℝ  

� E ≠ )�ن     ∅ )0,0O M E= ∈ 

� ( )3E M⊂ ℝ 

)���ن  � ),M a b  و( ),M c d  ن
E  :( ) ( ), ,M a b M c d E−  ؟   ∋

  

)�د��� :                                     ) ( ), , 0 0 0 0 0 0

a b b c d d

M a b M c d

b a a d c c

− −   
   − = −   
   − −   

  

)إدن :                                      ) ( ), , 0 0 0

a c b d b d

M a b M c d

b d a c a c

− − − + 
 − =  
 − − + − 

  

)إذن :                                    ) ( )
( )

( )
, , 0 0 0

a c b d b d

M a b M c d

b d a c a c

− − − − 
 − =  
 − − − − 

  

                :��
)و  ) ( ) ( ), , ,M a b M c d M a c b d E− = − − ∈          )( ) 2,a c b d− − ∈ℝ  (  

                : ����)ز
رة �ز��
 ��ز
رة  Eو ��� )( )3 ,M +ℝ  

  

�ر 
ن  ����Eن أن  -2��
)�زء  )( )3 ,M Τℝ  

)�د��� :  � )3
E M⊂ ℝ 

)���ن  � ) 4, , ,a b c d ∈ℝ     و( ),M a b  و( ),M c d  ن
E  

         ( ) ( ), ,M a b M c d EΤ   ؟  ∋

)�د��� :    ) ( ) ( ) ( ), , , ,M a b M c d M a b A M c dΤ = × ×  

)إذن :    ) ( )
1 0 0

, , 0 0 0 1 1 0 0 0 0

1 1 1

a b b c d d

M a b M c d

b a a d c c

− −     
     Τ = × ×     
     − −     

  

)إدن :    ) ( )
0

, , 0 0 0 0 0 0

0

a b c d d

M a b M c d

b a d c c

− −   
   Τ = ×   
   −   
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)إذن :    ) ( )
( )

( )
, , 0 0 0

ac bd ad bc ad bc

M a b M c d

ad bc ad bc ac bd

− + − + 
 Τ =  
 + − + − 

  

 : ��
)و  ) ( ) ( ), , ,M a b M c d M ac bd ad bc EΤ = − + ∈      )( ) 2,ac bd ad bc− + ∈ℝ  (  

)إذن        )( ) ( ) ( )4, , , , ,a b c d M a b M c d E∀ ∈ Τ ∈ℝ  

 : �����ر 
ن  Eو �����
)�زء  )( )3 ,M Τℝ  

  

    )أ  -3

�"��ل 
ن  ����ϕن أن  �( ),∗ ×ℂ  و#�( ),E Τ 

���aن  ib+  وc id+  ن
∗ℂ   ث�#�( ) 2,a b ∈ℝ    و( ) 2,c d ∈ℝ  

( ) ( )( ) ( ) ( )a ib c id a ib c idϕ ϕ ϕ+ × + = + Τ   ؟  +

                

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )
( ) ( )

( ) ( )

,

, ,

a ib c id ac bd i ad bc

M ac bd ad bc

M a b M c d

a ib c id

ϕ ϕ

ϕ ϕ

+ × + = − + +

= − +
= Τ

= + Τ +

  

�"��ل 
ن  ϕإذن              ( ),∗ ×ℂ  و#�( ),E Τ  

  

)����ن أن  � ) Eϕ ∗ ∗=ℂ 

•  

و%�
 :  �Eد���  #�ب إ�"�ء ا�


ن  ��Mل E )�و�د   ∗ ),a b   ن
( ){ }2 \ 0,0ℝ  : ث�#�( ),M M a b=  

zإذن �و�د  a ib= 
ن  +∗ℂ   : ث�#�( )M a ibϕ= +  

 : ��
)و  )E ϕ∗ ∗⊂ ℂ  

)�د��� :   ϕ#�ب إ�"�ء ا��ط��ق  • ) Eϕ ∗ ⊂ℂ 

          
( ) ( ) ( ), 0,0

0

a ib O M a b M

a b

ϕ + = ⇔ =
⇔ = =

  


ن   zإذن : ��ل ∗ℂ   :( )z Oϕ ≠  

 ��
) : و  ) Eϕ ∗∗ ⊂ℂ  
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  ب)  

)�+�م أن  � ),∗ ×ℂ   )     
)ز
رة ���د�� ), ,+ ×ℂ (  � ��م ���د�

�"��ل 
ن  ϕو �د���       ( ),∗ ×ℂ  و#�( ),E Τ 

)إذن  )( ),ϕ ∗ Τℂ  
  ھو ز
رة ���د��

)و �
� أن  ) Eϕ ∗ ∗=ℂ   ن-.( ),E ∗ Τ  
  ز
رة ���د��

  

)ھو ا�+�/ر ا�
#��د ل  �1+�م أن  � ),∗ ×ℂ 

)إذن  )1J ϕ=  د ل��#
)ھو ا�+�/ر ا� )( ),ϕ ∗ Τℂ  أي ل( ),E ∗ Τ  

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 0 0

1 1 0 1,0 0 0 0

0 1 1

i MJ ϕ ϕ
 
 = + = =  
 − 

=  

  

"��2ون ا��ر��ب ا�دا1�� أ) ����ن أن  -4 "Τ  ����ون ا��ر��ب ا�دا1�� 
������ ��وز�+" "+  �.E  

)���ن         ),a b  و( ),c d  و( ),e f  ن
2ℝ  

              ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,M a b M c d M e f M a b M c d M a b M e fΤ + = Τ + Τ  ؟  

  

           

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

, , , , ,

;

;

M a b M c d M e f M a b M c e d f

M a c e b d f a d f b c e

M ac ae bd bf ad af bc be

Τ + = Τ + +

= + − + + + +

= + − − + + +

  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

, , , , , ,

;

M a b M c d M a b M e f M ac bd ad bc M ae bf af be

M ac bd ae bf ad bc af be

Τ + Τ = − + + − +

= − + − + + +
 

)إذن ��ل        ),a b  و( ),c d  و( ),e f  ن
2ℝ :          

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,M a b M c d M e f M a b M c d M a b M e fΤ + = Τ + Τ  

  ب)  

)�د���    � ),E +  
 ز
رة ���د��

)و �د���  � ),E ∗ Τ  
 ز
رة ���د��

"و  � "Τ ل 
������ ��وز�+ " "+  �.E 
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 ��
)و  ), ,E + Τ�  ��م ���د�

  


��ر	ن ا
:������	H ا  

  

  ا
#زء ا�ول : 

1-  

          

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )

2 2

2 2

22 2

2 2

2

2

2 1 4 2 1

4 1 8 1

4 2 1 1 8 1

4 2 1 2 8 1

4

2

m i m i m i

m i m i m i

m i m i m i m i

m i m i m i m i

m

im

∆ = − + + − + + +

= + + − + + +

= + + + + − + + +

= + + + − + + +

= −

=

  

2 -  �)ا�
+�د�
  ��ℂ#ل . )E  

)�د��� :      )2
2im∆ =  

إذن :       
( )

( )
2 1 2

2 2

m i im
z

+ + +
أو     =

( )
( )

2 1 2

2 2

m i im
z

+ + −
=  

إذن :     
1

2

m i im
z

+ + أو     =+
1

2

m i im
z

+ + −=  

إذن :     
( ) ( )1 1

2

m i m
z

+ + +
أو    =

( ) ( )
2

m i i m i
z

+ − +
=  

)إذن  :     ) 1
1

2

i
z m

+ = +  
 

)أو      ) 1

2

i
z m i

− = +  
 

  

   : ��
)و  ) ( )1 1
, 1

2 2

i i
S m i m

 − +    = + +    
    
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 : ���:
  ا
#زء ا

  

  أ) -1

                          

( )

( )

[ ]

( )

2

1

1
1 1

2

1
1

2

1 1

2 1

1
1

2

1
1

2

i
iz i m i

i
m i

i
m i

i

i
m i i

i
m

z

− + = + + 
 

+= + +

+  = + + + 

+= + + −

+= +

=

  

  ب)    �د��� :    

                                      

( )

( )

1 2

2

2

2

2

2
2

1

1
1

2

1

2

1

2

i

z iz

i
iz

i
iz

i
i z

i z

e z
π

ω ω

ω

ω

− = + −
+= + −

−= +

+ = − 
 

= −

= −

  

إذن :              
1M  ورة/ �ھ

2M  
ذات ا��#ق  ���Ωدوران ا�ذي 
ر�زه ا���ط
1

2

iω +=  ��و ��2س زاو�
2

π
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  أ)   -2

                                    

( )

( )

( )( )
( )( )

( )

( )( )
( )( )

( )

2

1

1

2

1
1

2

1 2

1 1 2

1 2

1 2

1 1

1

1 1

1

1

i
m i m

z

iz
m m

i m i m

i m m

m i im m

m im i m

m i m

m im i

i m i

m i i

i m

m i

ω
ω

−  + − −  =
+−   + − 

 

− + −
=

+ + −
+ − + −=
+ + + −
− + −

=
− + +

− −
=

− −

−
=

−  

و Mب) �7�رض أن    
1M و

2M 
�
����
  

2إذن :          

1

z m

z m

− ∈
−

ℝ  

إذن :          
1m

i
m i

− ∈
−

ℝ  

إذن :          
1m

i
m i

− ∈
−

ℝ  

)إذن :           )1
arg

2

m
k k

m i

π π−  = + ∈ − 
ℤ  

)إذن :           ) ( ),
2

BM AM k k
π π= + ∈

����� �����
ℤ  

.إذن :           0AM BM =
����� �����

  

          : ��
� إ�8 ا�دا�رة  Mو 
���( )Γ  أ#د أ2ط�رھ� ��]ا� ]AB  

  

7�رض أن ج)    �Ω وM و
1M و

2M داورة�
  

1إذن         2

2 1

z z m

z z m

ω
ω

− −× ∈
− −

ℝ  

2 �د��� :        

1

1z m m
i

z m m i

− −=
− −

1و      

2

z
i

z

ω
ω

− =
−
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إذن :        
1m

i i
m i

−× ∈
−

ℝ  

إذن :        
1m

m i

−− ∈
−

ℝ  

إذن :        
1m

m i

− ∈
−

ℝ  


  Bو Aو  Mإذن :         �
����
  

)إذن         )M AB∈    : ث�#�M A≠    وM B≠  

)( %���� ���ن أن إذا ��ن      )M AB∈    : ث�#�M A≠    وM B≠  ن-.Ω وM و
1M و

2M داورة�
 (  


و%
 ا���ط�
 ����و Mو�Ω#�ث ��ون ا���ط  Mو ���
1M و

2M داورة�
��م ��
)ھ� ا� )AB  ن��
ن ا���ط �

#روA وB
  

  


ث�:
  ���	H ا
��ر	ن ا

  5%ددا أو��� أ��ر 
ن أو ���وي  pأ) ���ن  -1

7�2017�رض أن        p ≥  

)�د��� ا�زوج         ),x y  ن
∗ ∗×ℕ ℕ  : 1  إذنx 1yو    ≤ ≥  

2017pxإذن         1و    ≤ 1py − ≥  

1إذن         2018ppx y −+ ≥  

2017إذن         
�ن  ≤2018
  و ھذا :�ر 

         : ��
2017pو  <  

  

��م pب) �7�رض أن    �y  

�1��م pإذن         py −
  

)إذن          )1py kp k− ∗= ∈ℕ  

1و �د��� :          2017ppx y −+ =  

2017pxإذن          kp+ =  

)إذن          ) 2017p x k+ =  

�2017��م pإذن           

2017p.-ن  5%دد أو�� أ��ر 
ن أو ���وي  pو �
� أن         =  

2017pو ھذا ���2ض 
; �ون         <  

       ��
��م  pو � <y  

  

  ج) 
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��م  p%دد أو�� و  �pد���  �� <y  

            : �
]إذن #�ب 
�رھ�
 .�ر ]1 1py p− ≡  

]�د��� :  � ]0px p≡    و[ ]1 1py p− ≡ 

]إذن  ]1 1ppx y p−+ ≡  

]إذن  ]2017 1 p≡  

]إذن  ]2016 0 p≡  

 ��
�2016��م pو    

  

�2016��م pد) �د���   

�52��م pإذن     3 7× ×  

2pإذن     3pأو  = 7pأو   = =  )p ( �  %دد أو�

5pو �
� أن      ≥  

  

2-    

7pإذا ا�ن  � ��ل #< – 1: .#�ب ا��ؤال  ≠� < 
 ) ا�
+�د�

7pإذا ��ن  � =  : 

 : ?�/� 
67ا�
+�د� 2017x y+ =  

�1
� أن x 6.-ن  ≤ 2017y <  

4yإذن  <  

}إذن  }1,2,3y ∈  )y ∗∈ℕ  (  

3yإذا ��ن  • =  : ?�/� 
6: ا�
+�د�
7 3 2017x + = 

7إذن                          1288x =  

184xإذن                          =  

2yإذا ��ن  • =  : ?�/� 
67: ا�
+�د� 2 2017x + = 

7إذن                          1953x =  

279xإذن                          =  

1yإذا ��ن  • =  : ?�/� 
7: ا�
+�د� 1 2017x + = 

7إذن                          2016x =  

288xإذن                                =  

 : ����)و ��� ) ( ) ( ) ( ){ }, 184,3 ; 279,2 ; 288,1x y ∈  
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  ���	H ا
��ر	ن ا
را $

  

  ا
#زء ا�ول :

  

1-  

 %�8 ا��
�ن .�  fأ) ����ن أن ا�دا��/�
0  

)�د��� :  � )0 0f = 

�  

( )

( )
0 0

1

0 0

1
lim lim 1

lim 1

1

0 lim

0

x x

x

x x

t

t

t t

t

f x e
x

t e

t
x

x e te

t

> >

−

→ →

→−∞

→−∞

+

 = + 
 

= −

− = 
 

→ = − 
 → −∞
 
 

=

  


� أن �( ) ( )
0
0

lim 0
x
x

f x f
>
→

=  

 %�8 ا��
�ن .�  f.-ن ا�دا��/�
0  

��ق %�8 ا��
�ن .�  f ����ن أن ا�دا�
 ب)       �">� 
���20  

  

( ) ( )

( )

0 0

0

1

0 0

1

20

2

2

1
1

0
lim lim

0

1 1
lim

1

0 lim

lim 0

x x

x

x

x x

x

x

t

t

t t

t

e
f x f x

x x

e
x x

t
x

x t t e

t

te t e

> >

>

−

→ →

−

→

→−∞

→−∞

+

 + −  =
−

 = + 
 

− = 
 

→ = − + 
 → −∞
 
 

= − + =

  

��ق %�8 ا��
�ن .�  fإذن            �">� 
)و �د��� :   ��20� )0 0df ′ =   
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   ج)  

�   

• 1

1
: 1f x

x
��ق %�8  ֏+�">� 
���2] [0,+∞ 

• 2

1
:f x

x
��ق %�8  ֏−�">� 
���2] [0,+∞ 

           
2 :

x
f x e֏ 8�% ق���">� 
���2ℝ  

             ] [( )2 0,f +∞ ⊂ ℝ  

إذن               
1

4 3 2 : xf f f x e
−

= 	 ��ق %�8  ֏�">� 
���2] [0,+∞  

    
� ا�دا����و ���
1 4f f f= ��ق %�8   ×�">� 
���2] [0,+∞  

[���ن  � [0,x ∈ +∞ 

                   

( )
1

1 1

1 1

2

1 1

2 2

1

2

1

3

1
1

1 1
1 1

1 1 1
1

1 1 1
1

1 1
1 1

1

x

x x

x x

x x

x

x

f x e
x

e e
x x

e e
x x x

e e
x x x

e
x x

e
x

−

− −

− −

− −

−

−

′  ′ = +  
  

′′     = + + +     
    

′− −  = + +  
  

−  = + + 
 

 = − + + 
 

=
  

[إذن  [( ) ( )
1

3

1
0, xx f x e

x

−
′∀ ∈ +∞ =  

)أ)     �د��� :       -2 )
1

1
lim lim 1 1x

x x
f x e

x

−

→+∞ →+∞

 = + = 
 
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�ن :            
1

0

1
1

lim 1 1

0 lim lim 1

x

tx

x t

t
x

x
x

t e e

→+∞

−

→+∞ →

 = −   + =  → +∞  
 → = = 

 

  

             : �)ا��Aو�ل ا�@�د� )C  ��
+�د� �����ر�� أ.
�1��ل y   ∞+��وار  =

  : fب) �دول ��Bرات 

                                     

[أ) �د���  - 3   [( ) ( )
1

3

1
0, xx f x e

x

−
′∀ ∈ +∞ =  

          
fا�دا� ��ق %�8   ′�">� 
���2] [0,+∞  

[���ن           [0,x ∈ +∞  

                            

( )

( )
( )

( )

1

3

1 1

3 3

3 1 1

2 33

1 12

6 3 2

1 1

4 5

1

5

1

1 1

1 1

3 1 1

3 1

1
3 1

x

x x

x x

x x

x x

x

f x e
x

e e
x x

x
e e

x xx

x
e e

x x x

e e
x x

e x
x

−

− −

− −

− −

− −

−

′ ′′ =  
 

′′   = +   
   

′ ′−  = + − 
 

−= + ×

−= +

= − +
  

�د��� : 
1

5

1
0xe

x

−

)إذن إ"�رة   < )f x′′   إ"�رة �3ھ 1x− +  
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                        ( ) 1
0

3
f x x′′ = ⇔ =  

%�8 ا�
��ل 
1

0,
3

 
  

 :( ) 0f x′′ >  

%�8 ا�
��ل 
1

,
3

 +∞  
  :( ) 0f x′′ <  


� أن �f و ��Bر إ"�ر�@� %�د ��+دم  ′′
1

3
  
31.-ن ا���ط

,4
3

I e − 
 
 

  8�#�
�ط
 ا�+ط�ف ��� �)ھ )C  

  ج) 

  

  

 : ���Dا��زء ا�  

]���ن  -1 [0,x ∈ +∞ :  


 %��f 8د���     �/�
[ [0,+∞  )[ [1 0,∈ ]و  ∞+ [0,x ∈ +∞ (  

    x x֏  1وx ��ق %�8  ֏���ن �<"���2[ [0,+∞  


 %�F  8إذن     �/�
[ [0,+∞    

   )    : 

<#ظ( ) ( )1

1
:

x

x
F x f t dt f t dt= −∫ ∫֏ (  

[أ) ���ن  -2 [0,x ∈ +∞ :  

                      ( )
( )

( )
( )

1
1

2

1

1

t
t u t eu t e

t
v t v t t

−−  ′ = =
 

′ =  = 


 վ  

                   

1
1 1 1

1 1

11
1

1

1

1

t t t

x x
x

tx

x

e dt te e dt
t

e xe e dt
t

− − −

−−
−

 
= − 
 

= − −

∫ ∫

∫

  

y=1

(C)

2 3 40 1

1

x

y
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[إذن :         [( )
1 11

1 1
1 1

0, t tx

x x
x e dt e xe e dt

t

− −−−∀ ∈ +∞ = − −∫ ∫  

[ب) ���ن     [0,x ∈ +∞  :  

                      

1 1 1
1 1 1

1 11
1 1

1

1

1

1 1
1

1 1

t t t

x x x

t tx

x x

x

e dt e dt e dt
t t

e xe e dt e dt
t t

e xe

− − −

− −−
−

−
−

 + = + 
 

= − − +

= −

∫ ∫ ∫

∫ ∫   

[إذن :                    [( )
1 1

1
11

0, 1 t x

x
x e dt e xe

t

− −− ∀ ∈ +∞ + = − 
 
∫  

)ج) �د��� :     ) ( )
1

1 1

0 0

1
1 0tf t dt e dt F

t

−
 = + = 
 

∫ ∫  


 %�8 ا��
�ن .�  Fو �
� أن        �/�
).-ن   0 ) ( )
0
0

0 lim
x
x

F F x
>
→

=  

)إذن :         )
0

1

1 1 1

0

1
0 lim lim

x

tx

x t
F e xe e e e

t>

−
− − −

→ →−∞
= − = + =  

       : ��
)و  )1
1

0
f x dx e

−=∫  

3-  8�#�
�وى ا�
#/ور ��ن ا��

 #�ز ا�#��
( )C : د>ت�+

�ت ذات ا�����
0x و ا� 2xو  = 0yو  = = :  

                       ( )2

0
A f t dt i j= × ×∫

� �
  

]�د��� :       ]( ) ( )0,2 0x f x∀ ≥  

)إذن :        )2

0
2 2A f t dt cm cm= × ×∫  

)إذن :       ) ( )( )1 2
2

0 1
4A f t dt f t dt cm= + ×∫ ∫  

)إذن :       )( )1
1 2

2
4A e f t dt cm−= − ×∫  

إذن :      
1

1 1 222 4A e e e cm
−

− −  
= − − ×   

  
  

      : ��
و 
1

228A e cm
−

=  
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nأ) ���ن   -4 ∈ℕ  :  

� F  ل��

 %�8 ا��/�
[ ], 2n n + 

� F  ل��
��ق %�8 ا��">� 
���2] [, 2n n + 


: �و�د  إذن #�ب 
�رھ�
 ا���م ا�و��ط�
nv  ل��

ن ا�] [, 2n n �#�ث :  +

( ) ( ) ( ) ( )2 . 2
n

F n F n F v n n′− + = − −  

)إذن :  ) ( ) ( )2 2 nF n F n F v′− + = −  

 )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1

1

1

1
1

x
x

x
F x f t dt f t dt f x e

x

−′ ′  ′ = = − = − = − + 
 

∫ ∫ (  

         ��  nإذن ��ل %دد /#�? ط��+����و�د %دد #
nv  ل��

ن ا�] [, 2n n    �#�ث :     +

1
1

2 1 nv

n

n

u e
v

− 
= + 

 
  

nب)  ���ن      ∗∈ℕ :  

�2nnد��� :              v n≤ ≤ +    
�ز��د�
 2ط+� %�8 ا�
��ل  fو ا�دا�] [0,+∞  

)إذن :                  ) ( ) ( )2
n

f n f v f n≤ ≤ +  

إذن :             

11 1

2
1 1 1

1 1 1
2

nvn n

n

e e e
n v n

−− −
+

    + ≤ + ≤ +    +    
  

            : ��
)و  )
1 1

2
1 1

2 1 2 1
2

n n
nn e u e

n n

− −
+∗    ∀ ∈ + ≤ ≤ +   +   

ℕ  

)ج)  �د��� :        )
1 1

2
1 1

2 1 2 1
2

n n
nn e u e

n n

− −
+∗    ∀ ∈ + ≤ ≤ +   +   

ℕ  

و �د��� :            
1

1
lim 2 1 2n

n
e

n

−

→+∞

 + = 
 

و     
1

2
1

lim 2 1 2
2

n

n
e

n

−
+

→+∞

 + = + 
  

limإذن #�ب 
�رھ�
 ا�درك :             2n
n

u
→+∞

=  

  


ث :�:
  ا
#زء ا

   

nأ) ���ن  - 1  ∗∈ℕ :  

         
)����ن أن ا�
+�د� )
1

nf x e
−

��ل #< و#�دا  =�
na  ل��
� ا�.] [0,+∞  


 %��f  8د���  ��/�
] [0,+∞ 

�زا�د�
 2ط+� %�f  8و �د���  �] [0,+∞ 

� ] [( ) ] [
1

0, 0,1ne f
−

∈ +∞ = 
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ن  nو 
�� ��ل ∗ℕ  
)ا�
+�د� )
1

nf x e
−

��ل #< و#�دا  =�
na  ل��
� ا�.] [0,+∞  

� : ��ل %دد /#�? ط��+� :�ر 
�+دم          ���
و�ب 2ط+� و#�د nو ��� �����و�د %دد #
na  : ث�#�( )

1

n
nf a e

−
=  

nب)    ���ن  ∗∈ℕ :  

)�د��� :          )
1

n
nf a e

−
)و  = )

1

1
1

n
nf a e

−
+

+ =  

)و               ) ( ) ( )
11 1 1 1 1 1

11 1
1 1 1 0

n nn n n n n n
n nf a f a e e e e e e

− − −− − + ++ +
+

  
− = − = − = − >       

  

)إذن :          ) ( )1n n
f a f a+ >   

���ل �زا�دي .-ن  fو �
� أن         �1f ���ل �زا�دي  −� �Hأ�  

)إذن          )( ) ( )( )1 1

1n n
f f a f f a

− −
+ >  


ن  nو 
�� ��ل         ∗ℕ  :1n na a+ >   

         : ����)و ��� )
1n n

a
≥

 
�زا�د�  

nج) ���ن         ∗∈ℕ :  

  �د��� :             

                     

( ) ( )( )
1

1

1

1
ln

1 1
ln 1

1 1
ln 1 ln

1 1 1
ln 1

n

n

n
n n

a

n

a

n

n n

f a e f a
n

e
a n

e
a n

a a n

−

−

−

−= ⇔ =

   −⇔ + × =     

   −⇔ + + =       

  −⇔ + − = 
 

  

)إذن :              ) 1 1 1
ln 1

n n

n
a a n

∗  
∀ ∈ − + + = − 

 
ℕ  

]أ) ���ن  -2 [0,t ∈ +∞  :  

�د��� :       
21

1 0
1 1

t
t

t t

−− − = ≤
+ +

  

إذن :      
1

1
1

t
t

− ≤
+
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)و �د��� :      )
2 2 3 3

21 1 1
1 0

1 1 1

t t t t t t
t t

t t t

− + − − + − −− − + = = ≤
+ + +

  

21إذن :     
1

1
t t

t
≤ − +

+
  

    : ����]و ��� [( ) 21
0, 1 1

1
t t t t

t
∀ ∈ +∞ − ≤ ≤ − +

+
  

]ب) ���ن      [0,x ∈ +∞  :  

]�د��� :            [( ) 21
0, 1 1

1
t t t t

t
∀ ∈ +∞ − ≤ ≤ − +

+
  

)إذن :             ) ( )2

0 0 0

1
1 1

1

x x x

t dt dt t t dt
t

− ≤ ≤ − +
+∫ ∫ ∫  

)إذن :            )
2 2 3

0

0

ln 1
2 2 3

x

xt t t
t t t
   

− ≤ + ≤ − +     
   

  

)إذن :           )
2 2 3

ln 1
2 2 3

x x x
x x x− ≤ + ≤ − +  

          : ����]و ��� [( ) ( )
2 2 3

0, ln 1
2 2 3

x x x
x x x∀ ∈ +∞ − ≤ − + + ≤ − +  

  أ)    -3

)�د��� :  � )
1

21 2f e
−

)و  = )
1

4
4f a e

−

= 

)و   ) ( )
1 1 1 3

4 2 2 4
4 1 2 2 0f a f e e e e

− − −  
− = − = − ≥ 

 
  

)إذن :   ) ( )4
1f a f≥  

���ل �زا�دي .-ن  fو �
� أن �1f ���ل �زا�دي −� �Hأ�  

)إذن :   )( ) ( )( )1 1

4 1f f a f f
− −≥  

 : ��
و 
4 1a ≥  

  

�   

4
ن أ�ل  •n = : 

�د��� : 
4 1a ≥  

 4%ددا /#�#� ط��+�� أ��ر 
ن أو ���وي  ���nن  •

7�1�رض أن  �na ≥ 

1و ���ن أن  � 1na + ≥ 
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)�د��� :  )
1n n

a ≥
�زا�د�
  إذن  ( ) 11 n na a+ ≥  

(2)و #�ب ا>.�راض �د��� :  1na ≥  


ن ( ) ( )2 �I أن  و1����
1 1na + ≥  

�I أن ��ل  •����n  ن
{ }\ 1,2,3∗ℕ  :1na ≥ 


 ا��ؤال     ���]ب) 
ن ا��زء ا���Dث :  - 2ب) �د��� #�ب � [( ) ( )
2 2 3

0, ln 1
2 2 3

x x x
x x x∀ ∈ +∞ − ≤ − + + ≤ − +  

�1Aذ          
1

n

x
a

= :  

إذن :          
2 2 3

1 1 1 1 1
ln 1

2 2 3n n n n na a a a a

 
− ≤ − + + ≤ − + 

 
  


 ا��ؤال         ���)ج) 
ن ا��زء ا���Dث : -1و �د��� #�ب � ) 1 1 1
ln 1

n n

n
a a n

∗  
∀ ∈ − + + = − 

 
ℕ  

إذن :          
2 2 3

1 1 1 1

2 2 3n n na n a a
− ≤ − ≤ − +  

إذن :         
21 1 1

2 2 3

n

n

a

n a
− ≤ − ≤ − +  

إذن :         
21 1 1

2 3 2

n

n

a

a n
− ≤ ≤  

         : ��
و 
22 2

1 1
3

n

n

a

a n
− ≤ ≤  

  

  ج)        

�1naد��� :   � ≥    

3إذن               3na ≥  

إذن :              
2 2

3 3
n

a
≤  

إذن :                
2 2

3 3na
− ≥ −  

إذن :             
1 2

1
3 3 na

≤ −  
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و �
� أن            
22 2

1
3

n

n

a

a n
− ≤  

.-ن :             
21 2

3

n
a

n
≤  

2إذن :             

6
n

n
a≤  

              : ��
و 
6

n

n
a≤  

�د��� :  �
6

n

n
a≤    وlim

6n

n

→+∞
= limإذن :     ∞+

n
n

a
→+∞

= +∞ 

�د��� :  د)    
22 2

1 1
3

n

n

a

a n
− ≤ ≤  

إذن :        
2 2

1 1
3

n

n

a
a n

− ≤ ≤     )
2

1 0
3

n
a

− ≥  (  


� أن        �lim n
n

a
→+∞

= .-ن   ∞+
1

lim 0
n

na→+∞
=   ��
و 

2
lim 1 1 1

3n
na→+∞

− = =  

� #�ب 
�رھ�
 ا�درك :       ���و ا�
2

lim 1n
n

a
n→+∞
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