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 الدوال الأسي�ة

  صف�ة) 27تمار�ن ~  5( 1 السلس�
  

  ا��
ر�ن ا�ول : 

 )�� ا���ل أ��� )fC  ظم�


د ���

��م  ��  �����
��ل ا�
)ھو ا�� ), ,O i j
� �


�ر�� و %���� �$��#�ق  �!   f�دا��  دد��  ∗ℝ.  


� أن � ( )fC : ل�#�  

���'�ه 
(ور ا�را��ب �'وار  -   ��
  ∞−�ر � ��'


ود��   -    ��
(ور ا�را��ب 
#�ر  

)ا�
��#�م   -   yذا ا�
��د��  ∆( x= �'وار  − $,�
 ��
#�ر+∞  

    ( أ�ظر ا���ل ) 

���ن : 

ن 1$ل %راء�ك ��  

 أ. (دد ا�����3ت ا������ :  .1

   ( )
0
0

lim
x
x

f x
→
>

)و   )
0
0

lim
x
x

f x
→
<

)و   )lim
x

f x
→−∞

و  
( )

lim
x

f x

x→−∞
)و   )lim

x
f x

→+∞
)و   )( )lim

x
f x x

→+∞
+  


و � ��ر��f  �3ب. ا ط  'دول ��4رات '
 !�   

)ج. ا ط إ��رة  )f x x+  ل�'
[ �! ا� [0,+∞  

)د. ا ط  دد (�ول ا�
��د��  )f x x= −  !� ∗ℝ  

���ن إذا  �
ت أن  .2
)أ(�ب 
��(� ا�(�ز ا�
1دش �� ا� ) 1x
f x e x

x

−= − 
ن  x��ل  +∗ℝ 
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: ����    ا��
ر�ن ا�

  

  ا�'زء ا�ول 


	��ر ا�دا�� g  ��ر ا��������x  : ��)ا��	ر�� ���  ) 1xg x xe −= − +  

)أ��ب  )1 )'g x  ل��x  ن�ℝ  رات ا�دا��  g"م ا ط �دول ��

)ا��
�# أن  )2 ) 0g x  �ℝن  ��xل  <

  

����  ا�'زء ا�


	��ر ا�دا�� f  ��ر ا��������x  : ��)ا��	ر�� ���  ) ( )1 1 xf x x x e −= − + +  .  

)و ��ن  )f
C  ظم

�ھ� �� �	�م ��	��د ���
�( ), ,O i j

r r
.  

)أ��ب  -أ )1 )lim
x

f x
→−∞

 

ن أن   -  ب�( )lim
x

f x
→+∞

= 
ك و)'  ∞+�� )t x= −  (  

ن أن ا�����م  -أ )2�( 1yذي ا��	�د��  ∆( x= −  -
�
)���رب ��.ل ��� )f
C  وار��+∞ 


-   -  ب�
��� �.�/
)أدرس ا�2رع ا�0 )f
C  وار��−∞ 

3(  -
�
��� ���
)أدرس ا�و)' ا� )fC  م)و ا����� )∆ 

ن أن  -أ )4�( ) ( )'f x g x=  ل��x  ن�ℝ 

 fا ط �دول ��رات ا�دا��   -  ب

5(  -
�
)أدرس ��	ر ا�� )f
C  4ط��	
 ��ددا 
�ط ا

)�دد �	�د�� ا����س  -أ )6 )T  -
�
���( )f
C  �/أ�5و� �ط� ا���
 �0� ا�

)أ
67   -  ب )T  و( )fC    89ذ
 )1 0,36e − ≃ ( 

)����	��ل ������ ��=�زاء ، أ��ب  -أ )7 )2

0
1

x
x e dx

−+∫ 

)أ��ب ����� ا��ز ا���5ور �ن   - ب )fC  : د<�/م�	ن �1yو ا�������ت ا��ذ x= 0xو  − 2xو  = =  

  

  ا�'زء ا����ث 

 �
	��ر ا������� ا�	دد( )nu  : ��)ا��	ر�� ���  )
0

1

1

n n

u

u f u+

=
 =

  

�0ن أن  )1 1nu≤  �ℕن  ��nل  ≥

2(  �ن أن ا�������( )nu  �5?�
� 

3(  �)ا��
�# أن ا������ )nu . �/��/
 ����ر�� و �دد 

  

  

  

  

  

  

  ا��
ر�ن ا����ث :
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	��ر ا�دا�� f  : ��)ا��	ر�� ���  ) 2
1

x

x

e
f x x

e
= +

−
). و��ن   )fC  ظم

�ھ� �� �	�م ��	��د ���
�( ), ,O i j

� �
  

�دد  )1
f

D  

�ت  )2�/

د ��دات  fأ��ب  fD 

 و ا ط �دول ��را�/�  fأدرس ��رات  )3

4(  -
�
��� �.�/
)أدرس ا�2روع ا�0 )fC 

ن أن ا�
�ط�  )5�
1

0,
2

A
 
 
 

  -
�
)�ر�ز ���"ل ��� )fC 

6(  67
)أ )f
C 

)أ��ب ����� ا��ز ا���5ور �ن  )7 )fC  م)و ا����� 2yذي ا��	�د��  ∆( x=  د���ھ���	ن �ن ا��ذ� و ا�����

ln 2x 1xو  = =  

  

  

: <�  ا��
ر�ن ا�را

 �
	��ر ا�دا�� ا�	ددf  -�  ر��	ا��[ [0,+∞ : �� ���( ) 1

1

x

x

e
f x

xe

−=
+

). و ��ن   )fC  ا���"ل ��دا�� -
�
�� �	�م ��	��د  fا��


ظم ��  

( ), ,O i j
r r

  )  4cm. ( و�دة ا���س 

  

  ا�'زء ا�ول

)ا��	ر�� ��� �� :  ���gن ا�دا��  ) 2 xg x x e= + −  

] �-  gأدرس ��رات  )1 )"م أ��ب ∞+,0] )lim
x

g x
→+∞

 

ن أن ا��	�د��  -أ )2�( ) 0g x ]��  �α��ل �0 و�دا  = [0,+∞  

��1,14�ق أن  - ب 1,15α< <  

)أدرس إ�7رة  )3 )g x  -� [ [0,+∞ 

 

 ����  ا�'زء ا�

ن أن ��ل  -أ )1�x  ن�[ [0,+∞  :( ) ( )
( )2

'
1

x

x

e g x
f x

xe
=

+
 

رات  - ب�� #�
] �-  fا�� [0,+∞  

�0ن أن ��ل  -أ )2x ≥  :( ) 1 x

x

e
f x

x e

−

−
−=
+

 

)أ��ب  - ب )lim
x

f x
→+∞

  ���
  و أول ھ
د�� ا�

ن أن  -أ )3�( ) 1

1
f α

α
=

+
 

)ا ط �9طرا ل  - ب )f α  4�	�210−
  

)�دد �	�د�� ا����س  )4 )T  -
�
���( )fC  ط� ذات ا=�5ول�
 �0� ا�
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ن أن ��ل  -أ )5�x  ن�[ [0,+∞  :( ) ( ) ( )1

1x

x u x
f x x

xe

+
− =

+
ث  �( ) 1x xu x e xe= − − 

] �-  uأدرس ��رات ا�دا��  - ب )و ا��
�# إ�7رة  ∞+,0] )u x  -� [ [0,+∞  

)أدرس ا�و)' ا�
��� ل  - ج )fC  و( )T  

6(  67
)أ )fC  و( )T  

  

  ا�'زء ا����ث 

] �-  �fدد دا�� أ�5� ل  )1 
ك ا��	��ل ا��زء ا�"�
� ا��ؤال  ∞+,0]�� )2( ( 


ر�ز ب  )2D  ن) ا��ز ا���5ور � )fC  و( )T  د���ھ���	ن �ن ا��ذ�0xو ا����� 1xو  = = 

ز  Aا������  2cmأ��ب ب ���D  


)'  �ℕن  ��nل  )3 ،( )1n

n
n

v f x dx
+

= ∫ 

0أ��ب   - أ
v  ،1

v  2و
v 

 nvأول ھ
د��   -  ب

�2ن أن ��ل   -  جn ≥  :( ) ( ) ( )1

1
n

n
f n f x dx f n

+
+ ≤ lim"م �دد  ∫≥

n
n

v
→+∞

  

  

  

  ا��
ر�ن ا��1
س :

I.  ن���g  -�  ر��	ا�� ��� :  ℝا�دا�� ا�	دد ���( ) 2 2xg x e x= − + 

ن :  )1��/
)أ��ب ا� )lim
x

g x
→+∞

)و   )lim
x

g x
→−∞

 

)أ��ب  -أ )2 )'g x  ل��x  ن�ℝ 

)و ا��
�# أن  gأدرس ��رات  - ب ) 0g x   �ℝن  ��xل  <

II.  �
	��ر ا�دا�� ا�	ددf  -�  ر��	ا��ℝ  : �� ���( ) 1
1

2

x
f x x xe

−= + + 

)و ��ن  )fC  ظم

�ھ� �� �	�م ��	��د ���
�( ), ,O i j
r ur

  ) 2cm.  ( ا�و�دة  

)أ��ب  -أ )1 )lim
x

f x
→−∞

و �ن أن  
( )

lim
x

f x

x→−∞
= +∞ -
�
)"م ا��
�# أن ا�� )fC  وار��م ��دد ا���ھ4   � �����ل �ر � �7

−∞ 

)أ��ب - ب )lim
x

f x
→+∞

)"م �ن أن ا�����م  )D  د���	ذي ا��
1

1
2

y x= �وار  +� -
�
  ∞+���رب ��.ل ���


-  - ج�
��� ���
)أدرس ا�و)' ا� )fC  م)و ا����� )D
  

ن أن : )2� ( ) ( )
'

2 x

g x
f x

e
 �ℝزاد� ?ط	�  �-  fو ا��
�# أن  �ℝن  ��xل  =

و�د  دد ����  -أ )3 4
ن أ�α  ل��[�ن ا�� ث  −1,0]��( ) 0f α = 

 

)�دد �	�د��  - ب )T  -
�
)���س ا�� )fC  ط� ذات ا=�5ول�

د ا� 0.  
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ن أن :  - ج�( ) 2
"

x

x
f x

e


-  I"م �دد زوج إ�دا"��  �ℝن  ��xل  =−�

�ط� ا
	ط�ف ا��( )fC   

4(  -
�
)أ
67 ا�� )fC   89ذ
 )22 0,27e − lnو  ⋍ 2 0,7≃  ( 

����	��ل ������ ��=�زاء �ن أن :  )5
2

20

3
1x

xe dx
e

− = −∫ 

)����� ا��ز ا���5ور �ن  2cmا��ب ب  )6 )fC                             نن ا��	ر�ن ����	�د���و ��ور ا=��5ل و ا�����

0x 2xو    = = . 
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  �?(�< ا��
ر�ن ا�ول

  

).أ.     1 )
0
0

lim
x
x

f x
→
>

= +∞  )( )fC  4د���	� �0��ل ���ر��  �ودx = (  

           ( )
0
0

lim
x
x

f x
→
<

= −∞   )( )fC  4د���	� �0��ل ���ر��  �ودx = (  

           ( )lim
x

f x
→−∞

= +∞  

          
( )

lim
x

f x

x→−∞
= −∞   )( )fC  وار�� �� ا���ه ��ور ا=را�ب �����ل �ر � �7−∞  (  

           ( )lim
x

f x
→+∞

= −∞  

            ( )( )lim 0
x

f x x
→+∞

+ =   )( )fC  4د���	ل ���ر�� ��.0 ���y x= �وار   −�+∞ (  

  

  

�دول ���رات ب.    f :  

  

[ �- ا����ل . ج    [0,+∞  �
): �د )fC  مو�د �وق ا�����( ) : y x∆ = −  

)إذن           ) ( ) 0f x x− − ≥   4
)و � ) 0f x x+ ≥  

) دد ��ول ا��	�د�� د.      )f x x= −  -� ∗ℝ:  

         �
)�د )fC  و( ) : y x∆ = ���ط	�ن �� 
�ط� و�دة و �
4 ���	�د��  −( )f x x=   . ℝ∗: �0 و�دا ��  −

)����� ا��ز ا��8دش �� ا����ن ھ� ����� ا��ز ا���5ور �ن  .2 )fC  م)و ا����� ) : y x∆ = ن ا��ذن �	�د���ھ��  −�و ا�����

1x 2xو  = = : 

                             ( ) ( )2

1
.( . )A f x x dx U A= − −∫  

)و ��� أن  ) 0f x x+ [ �- ا����ل  ≤ [0,+∞  

)�Iن :  )( )2

1
.( . )A f x x dx U A= +∫  

إذن : 
2

1

1
.( . )x

A e dx U A
x

− = + 
 
∫  

إذن : 
2

1
ln .( . )xA e x U A− = − +   

 : 4
)و � )1 2 ln 2 .( . )A e e U A− −= − +  
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����  �?(�< ا��
ر�ن ا�

  

  ا�'زء ا�ول : 

  

 �7J� ����?ℝ��ق  �-  gا�دا��  )1

�ن �x ∈ℝ :  

                                  

( ) ( )
( ) ( )( )

( )

( )

' 1 '

' ' 0

.

.

1 .

x

x x

x x

x x

x

g x xe

x e x e

e x e

e x e

x e

−

− −

− −

− −

−

= − +

= − + − +

= − − −

= − +
= −

  

 : �
�0xeد − )إذن إ�7رة   < )'g x  إ�7رة �1ھx −  

  

�دول ��رات ا�دا�� g  :  

  

2(  �
)�د )1g  دا���� � g  -� ℝھ� ا���� ا�د
و

):  �ℝن  ��xل إذن  ) ( )1g x g≥  

):  �ℝن  xإذن ��ل  ) 1e
g x

e

−≥  

):  �ℝن  xو �
4 ��ل  ) 0g x ( =ن        <
1

0
e

e

− >  (  

  

: ����  ا�'زء ا�

  


� :  -أ )1)�د ) ( )lim lim 1 1 . x

x x
f x x x e −

→−∞ →−∞
= − + + = −∞ 

=ن :       

lim 1

lim 1

lim

x

x

x

x

x

x

e

→−∞

→−∞
−

→−∞

 − = −∞

 + = −∞


= +∞
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� :    - ب)�د ) ( )lim lim 1 1 . lim 1x x x

x x x
f x x x e x xe e− − −

→+∞ →+∞ →+∞
= − + + = − + + = +∞  

=ن :        

lim 1

lim lim 0

lim lim 0

x

x t

x t

x t

x t

x

t x

xe te x

t

e e

→+∞

−

→+∞ →−∞

−

→+∞ →−∞

− = +∞


= −  
  = − = → +∞  
  → −∞ 
 = =


  

  


� :   -أ )2)�د ) ( )lim 1 lim 0x x

x x
f x x xe e− −

→+∞ →+∞
− − = + = 

)إذن :       1yذي ا��	�د��  ∆( x= −  -
�
)���رب ��.ل ��� )f
C  وار��+∞

  


� :  - ب)�د )lim
x

f x
→−∞

= −∞
  

و       
( ) ( )1 1 . 1 1

lim lim lim 1 1 .

x

x

x x x

f x x x e
e

x x x x

−
−

→−∞ →−∞ →−∞

− + +  = = − + + = +∞ 
 

  

) إدن          )f
C  وار�� �� ا���ه ��ور ا=را�ب �����ل �ر � �7−∞.     

�ن  )3�x ∈ℝ  : 

( ) ( ) ( )1 1 . x
f x x x e

−− − = +  

 : �
�0xeد − )إذن إ�7رة   < ) ( )1f x x− )ھ� إ�7رة     − )1x +   

] �- ا����ل  � [1,− +∞  :1 0x + )إذن    ≤ ) ( )1 0f x x− − ≥    4
)و � )f
C  د �وق�و( )∆ 

[ �- ا����ل  � ],1−∞  :1 0x + )إذن    ≥ ) ( )1 0f x x− − ≤    4
)و � )f
C د ��ت�و ( )∆ 

 ℝ?���� ��70��ق  �-  fا�دا��  -أ )4

�ن    �x ∈ℝ  :  

                                 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

-x

-x

-x

f x = x-1+ x+1 .

=1+ x+1 . 1 . '

=1+1.e 1 .

=1+e . 1 1

=1-xe

=g x

x

x x

x

e

e x e

x e

x

−

− −

−

′′

′ + +

− +
− −

  

)إذن :  ) ( )'f x g x=  ل��x  ن�ℝ
  


� ��ب ا��زء ا=ول :  - ب)) �2د ) 0g x �ℝن  ��xل  <
  

)إذن :       )' 0f x �ℝن  ��xل  <
  

      4
   �ℝزاد� ?ط	�  �-   fو �

�دول ��رات ا�دا�� f  :  
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5(   

�ن � x ∈ℝ  :  

 �
)�د ) ( )'f x g x=    :  إذن( ) ( )f x g x′′ ′=    

]و �
4  �- ا����ل  [1,+∞  :( ) 0f x′′ )إذن    ≤ )fC   دب��  

[و  �- ا����ل        ],1−∞  :( ) 0f x′′ )إذن    ≥ )fC  ر	��  

fو ��� أن  )�Iن ا�
�ط�  �1
	دم و ��ر إ�7ر�/�  
د ا�	دد  ′′ )( )1, 1I f  -
�
)ھ� 
�ط� ا
	ط�ف �� )fC.  

)ا����س �	�د��  -أ )6 )T  -
�
���( )fC  �/أ�5و� �ط� ا���
 : �0� ا�

                       ( ) ( ) ( )0 . 0 0y f x f′= − +  

)إذن :       )1. 0y x= yأي     + x=  

    - ب

  

(T)

(Cf)

2 3 4 5 6 7-1-2-3-4-5-6-7

2

3

4

5

6

7

8

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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)��ب �
����	��ل ������ ��=�زاء ،  -أ )7 )2

0
1 xx e dx−+∫ : 

                         
( )
( )

( )
( )

1 ' 1

' x x

u x x u x

v x e v x e
− −

 = +  =
 = = − 

� վ  

                               

( ) ( )

( )
( ) ( )

2 22

00 0

2 2

0 0

2 2

2

1 1

1

3 1 1

2 4

x x x

x x

x e dx x e e dx

x e e

e e

e

− − −

− −

− −

−

 + = − + − − 

   = − + −   

= − + − −

= −

∫ ∫

  

)����� ا��ز ا���5ور �ن  -ب )f
C  : د<�/م�	ن �1yو ا�������ت ا��ذ x= 0xو  − 2xو  = =

  

](   �- ا����ل     ]0,2  : ( ) ( )1 0f x x− − ≥  (  

  

                               

( ) ( )

( ) ( )( )
( )
( ) ( )

2

0

2

0

2

0

2

1 .( )

1 .( )

1 .( )

2 4 .

x

A f x x dx UA

f x x dx UA

x e dx UA

e UA

−

−

= − −

= − −

= +

= −

∫

∫

∫
  

  ا�'زء ا����ث : 

  

1(   

�0nن أ�ل  � =  : 

 �
�0د 1u =  

0إذن 
0 1u≤ ≤  

�ن  ��n ∈ℕ  : 

0
�2رض أن :  • 1nu≤ ≤ 

ن أن :  •�
1و 
0 1

n
u +≤ ≤ 

 �
�0د 1nu≤ ≤  �
]�زاد�  �- ا����ل  fو �د ]0,1  

)إذن :  ) ( ) ( )0 1nf f u f≤ ≤  

 إذن :
1

10 2 1nu e −
+≤ ≤ ≤  

�    : #�
��
0 1
n

u≤  �ℕن  ��nل   ≥

�ن  )2�n ∈ℕ  : 


�  �- ا����ل ]�د ]0,1  :( )f x x≤   
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]و ��� أن  ]0,1nu )�Iن    ∋ )n nf u u≤  

 4
�ℕ   :1nن  ��nل و � nu u+ ≤  

)و �������  )nu . �5?�
�  

3(   

)��� أن  � )nu  نI� و ��5ورة �5?�
�( )nu  ر������ 

�   

• f  ل��]����5  �- ا�� ]0,1 

• [ ]( ) ( ) ( ) [ ]10,1 0 , 1 0,2 0,1f f f e − = = ⊂     

• ( )nu ر������ 

 ��/
)إذن  )nu  د���	ل ���� �ھ( )f x x=  

( ) 0f x x x= ⇔ =  

 : 4
limو � 0n
n

u
→+∞

= 
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 �?(�< ا��
ر�ن ا����ث

1(  

                           

{ }
{ }
{ }

] [ ] [

/ 1 0

/ 1

/ 0

,0 0,

x

f

x

D x e

x e

x x

= ∈ − ≠

= ∈ ≠

= ∈ ≠
= −∞ ∪ +∞

ℝ

ℝ

ℝ
  

2(   

� ( )lim lim 2
1

x

xx x

e
f x x

e→−∞ →−∞
= + = −∞

−
 

=ن : 

lim 2

lim 0

x

x

x

x

e

→−∞

→−∞

= −∞
 =

  

� ( )
0 0
0 0

lim lim2
1

x x

x

xx x

e
f x x

e< <
→ →

= + = −∞
−

 

=ن : 

0

0

0

lim 2 0

lim 1

lim 1 0

x

x

x

x

x

x

e

e

−

−

−

→

→

→

−

 =

 =


− =

  

� ( )
0 0
0 0

lim lim2
1

x x

x

xx x

e
f x x

e> >
→ →

= + = +∞
−

 

=ن : 

0

0

0

lim 2 0

lim 1

lim 1 0

x

x

x

x

x

x

e

e

+

+

+

→

→

→

+

 =

 =


− =

  

� ( ) 1
lim lim 2 lim 2 lim 2

111
11

x x

xx x x x
x

xx

e e
f x x x x

e
e

ee

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞
= + = + = + = +∞

−   −− 
 

 

=ن : 

lim 2

lim

x

x

x

x

e

→+∞

→+∞

= +∞
 = +∞
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f?���� ��70��ق  �-  fا�دا�� 
D  
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�ن       �
f

x D∈  :  

                                   

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2

2

2

2
1

1 1
2

1

1 .
2

1

2

x

x

x x x x

x

x x x x

x

x

e
f x x

e

e e e e

e

e e e e

e

e

′ ′ = + − 

′ ′− − −
= +

−

− −
= +

−

= +
2x xe e− −

( )
( )

( )
( )

( )

( )

2

2

2

2

2

2

2

1

2 1

1

2 2 1

1

2 5 2

1

x

x x

x

x x x

x

x x

x

e

e e

e

e e e

e

e e

e

−

− −
=

−

− + −
=

−

− +=
−

  

  

         : �
)�د )2

1 0xe − )إذن إ�7رة  < )f x′   إ�7رة �ھ
2

2 5 2
x x

e e− +  

  

�دول ��رات         f :  

 

  

4(  

�    

( )

( )
0

0

0

0

lim

lim

x

x

x

x

f x

f x

<

>

→

→

= −∞

 = +∞


 ⇐ ( )f
C  4د���	� �0��ل ���ر��  �ودx = 
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� ( )lim 2 lim 0
1

x

xx x

e
f x x

e→−∞ →−∞
− = =

−
  ⇐( )fC  4د���	ل ���ر�� ��.0 ���2y x=  وار��−∞ 

� ( )lim
x

f x
→+∞

= +∞ 


��ب  : �
( )

lim
x

f x

x→+∞
  

( )
( )

2
11lim lim lim 2 lim 2 2

11
1

x

xx

xx x x x

x

e
xf x ee

x x x e
x

e

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

+
−= = + = + =

 − − 
 

  


��ب : �( )lim 2
x

f x x
→+∞

−:  

( ) 1
lim 2 lim lim 1

11
1

x

xx x x

x

e
f x x

e

e

→+∞ →+∞ →+∞
− = = =

− −
  

)إذن :   )fC  4د���	ل ���ر�� ��.0 ���2 1y x= �وار  +�+∞ 

�ن  )5�] [ ] [,0 0,
f

x D∈ = −∞ ∪ +∞ 

)�ن ا�وا)L أن : � ) ] [ ] [2 0 ,0 0,
f

x x D− = − ∈ = −∞ ∪ +∞ 

� ( )( ) ( ) 1 1
2 0 2 2 2

11 1
1

x

x x

x

e
f x f x x x x

e e

e

−

−

−

− = − = − + = − + = − +
− −−

 

( )1
2 1 2 2 1 2

2 1 1

x x x

x x

e e e
f x x x x

e e

   − = − + = − + − = − +   − −   

1 xe− − 1
2

1 1x x
x

e e
= − +

− −
  

)إذن :     )( ) ( )1
2 0 2

2
f x f x

 − = − 
 

  

 4
ا�
�ط� و �
1

0,
2

A
 
 
 

  -
�
)�ر�ز ���"ل ��� )f
C.  

6(   
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)����� ا��ز ا���5ور �ن  )7 )f
C  م)و ا����� 2yذي ا��	�د��  ∆( x=  د���ھ���	ن �ن ا��ذ� و ا�����

     ln 2x 1xو  = =
  

                                    

( )

( )

1

ln 2

1

ln 2

1

ln 2

1

ln 2

2 .( )

.( )
1

1
.( )

1

ln 1 .( )

x

x

x

x

x

A f x x dx UA

e
dx UA

e

e
dx UA

e

e UA

= −

=
−

′−
=

−

 = − 

∫

∫

∫
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: 4
) و � ) ( )ln 1 .A e UA= −  

 

: <�  �?(�< ا��
ر�ن ا�را

  

  ا�'زء ا�ول

1(  

�ن  •�[ [0,x ∈ +∞ : 

                      ( ) ( )' 2 ' 1x xg x x e e= + − = −  

 : �
�0xد 0xeإذن      ≤ e≥  

1xeإذن                          ≥  

−1xeإذن                         ≤ −  

1إذن                       0xe− ≤  

                     4
)و � )' 0g x ≤   [ [0,x∀ ∈ +∞  

                     : �
)و �د )' 0 0g x x= ⇔ =  

5� ?ط	�  �-  gو ������� ا�دا�� ?�
�[ [0,+∞.  

  

• ( ) 2
lim lim 2 lim 1

x
x

x x x

e
g x x e x

x x→+∞ →+∞ →+∞

 
= + − = + − = −∞ 

 
 

=ن : 

lim

2
lim 0

lim

x

x

x

x

x

x

e

x

→+∞

→+∞

→+∞


= +∞


 =



= +∞


  

  

ن أن ا��	�د��    -أ )2�
�( ) 0g x ]�� ا����ل   �α��ل �0 و�دا  = [0,+∞ 

 ��� أن : 


�?�� gا�دا��  �  -� [ ��وع دوال ����5  �-     ∞+,0]� )[ [0,+∞  ( 

] �-  ���%?�� %ط�� gا�دا��  � [0,+∞ 

� : �
]�د [( ) ( ) ( ) ] ]0, lim , 0 ,1
x

g g x g
→+∞

 +∞ = = −∞
 

]إذن     [( )0 0,g∈ +∞ 

)�Iن ا��	�د��        ) 0g x ]�� ا����ل   �α��ل �0 و�دا  = [0,+∞.  

  


� :   - ب  �د

� g ��?�
  -� [ ]1,14;1,15 
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� ( ) ( )1,14 1,15 0g g× < 

:   �1,14 إذن ��ب ��رھ
� ا��م ا�و�ط 1,15α< <  

  

    -ج

x : إذا ��ن1ا�����  � α≥  


	�م أن                     g  -�  �	ط? �5?�
�[ [0,+∞  

)إذن                        ) ( )g x g α≤  

                        4
)و � ) 0g x )( =ن       ≥ ) 0g α =  (  

0إذا ��ن  :2ا�����  � x α≤ ≤ 


	�م أن         g  -�  �	ط? �5?�
�[ [0,+∞  

)إذن            ) ( )g x g α≥  

          4
)و � ) 0g x )( =ن       ≤ ) 0g α =  (  

  

����  ا�'زء ا�

  

�ن  -أ )1�[ [0,x ∈ +∞ : 

]?���� ��70��ق  �-  f ا�دا�� [0,+∞  

                : �
)�د ) ( ) ( ) ( )( )
( )2

1 '. 1 1 1 '1
' '

1 1

x x x xx

x x

e xe e xee
f x

xe xe

− + − − + −= = +  +
  

)إذن :                            ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )2

. 1 1 ' ' 0
'

1

x x x x x

x

e xe e x e x e
f x

xe

+ − − + +
=

+
  

)إذن :  ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )
( )2 2

. 1 1 . 1 1 . 1 .
'

1 1

x x x x x x x x x

x x

e xe e e xe e xe e x e
f x

xe xe

+ − − + + − − +
= =

+ +
  

)إذن :  ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )2 2

. 1 1 . 1 1 1
'

1 1

x x x x x x x

x x

e xe e x e xe e xe x
f x

xe xe

 + − − +  + − − + +   = =
+ +

  

)إذن :                    )
( )2

2
'

1

x x

x

e x e
f x

xe

 + − =
+

  

]�ن  xو �
4 : ��ل  [0,+∞  :( ) ( )
( )2

'
1

x

x

e g x
f x

xe
=

+
  

 

] �! ا�
'�ل     - ب ]0,α  : 
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 : �
�0xeد )و    < )2

1 0xxe + >  

�� ا��زء ا=ول ا��ؤال ج�
):  - و ��ب  ) 0g x ≥  

)إذن  )' 0f x   �زاد�  fو �
4  ا�دا��    ≤

  

  

] �! ا�
'�ل  [,α +∞:  

 

 : �
�0xeد )و    < )2

1 0
x

xe + >  

�� ا��زء ا=ول ا��ؤال ج�
):  - و ��ب  ) 0g x ≤  

)إذن  )' 0f x 5� fو �
4 ا�دا��  ≥?�
�  

  

�ن  -أ )2�[ [0,x ∈ +∞ : 

   : �
)�د ) 1

1

x

x

x

e
e

f x
xe

−= =
+

1
1

x

x

e

e

 − 
  1

1

x

x

x

e

x e
x

e

−

−
−=

  ++ 
 

  

0xإذن : ��ل  ≥  :( ) 1 x

x

e
f x

x e

−

−
−=
+

   

      - ب

•           : �
)�د ) 1
lim lim 0

x

xx x

e
f x

x e

−

−→+∞ →+∞

−= =
+

 

lim=ن :                lim 0x t

x t

t x

x e e

t

−

→+∞ →−∞

= − 
 → +∞ = = 
 → −∞ 

  

                       
lim 1 1

lim

x

x

x

x

e

x e

−

→+∞
−

→+∞

 + =


+ = +∞

  

)��� أن :  • )lim 0
x

f x
→+∞

)�Iن  = )fC  4د���	� �ل ���رب أ����0y �وار  =�+∞ 


� :   -أ )3)�د ) 1

1

e
f

e

α

αα
α

−=
+

 

)�ل ���	�د��  αو 
	�م أن     ) 0g x )إذن :  = ) 0g α =  

                 : �
إذن �د
( ) 0 2 0

2

g e

e

α

α

α α
α

= ⇔ + − =
⇔ = +

  

   : 4
)و � ) ( )
( ) ( )22

2 1 1 1 1

2 1 2 1 11

1

1

e
f

e

α

α
α α α

α α α α αα
α

α
+ − + += = = =
+ + + + ++

−=
+
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)و ������� :  ) 1

1
f α

α
=

+
  


� :   - ب�1,14د 1,15α< 2,14إذن  :   > 1 2,15α< + < 

إذن :                                   
1 1 1

2,15 1 2,14α
< <

+
  

إذن :                                   
1 1 1

0,46 0,47
2,15 1 2,14α

< < < <
+

  

 : 4
)و � )0,46 0,47f α< )و ھذا �9طر ��	دد    > )f α  4�	�20,47 0,46 0,01 10−− = =  

 

)�	�د�� ا����س  )4 )T  -
�
���( )fC  ط� ذات ا=�5ول�
 : �0� ا�

                                         ( ) ( ) ( )' 0 . 0 0y f x f= − +  

 : �
)�د )' 0 1f )و  = )0 0f )إذن :   = )1. 0 0y x= − yأي :    + x=  

�ن  -أ )5�x  ن�[ [0,+∞ : 

                                    

( )

( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

( )( )

2

2

1

1

1

1

1 1

1

1 1 1

1

1 1 1

1

1 1

1

x

x

x x

x

x

x

x

x

x

x

x x

x

e
f x x x

xe

e x e x

xe

x e x

xe

x x e x

xe

x x e

xe

x e xe

xe

−− = −
+

− − −=
+

− − +
=

+
+ − − +

=
+

 + − − =
+

+ − −
=

+

  

]�ن  xإذن : ��ل  [0,+∞  :( ) ( ) ( )1

1x

x u x
f x x

xe

+
− =

+
ث  �( ) 1x x

u x e xe= − −  

  uا
درس ��رات ا�دا��   - ب

�ن �x  ن�[ [0,+∞ : 

                                     

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( )

' 1 '

' ' 0

' '

x x

x x

x x x

x x x

x x x

x

u x e xe

e xe

e x e x e

e e xe

e e xe

xe

= − −

= − +

= − +

= − +

= − −
= −
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          : �
�0xد 0xeو  ≤ )إذن :  < )' 0u x ]�ن  ��xل   ≥ [0,+∞  

5� .  uإذن  ا�دا��          ?�
�  

0xو ��� أن           5� �Iن :   uو  ≤?�
�( ) ( )0u x u≤     :  أي( ) 0u x )( =ن      ≥ )0 0u =  (  

�ن    -ج �x  ن�[ [0,+∞ :  


درس ا�و)' ا�
��� ل �( )fC  و( )T  

 : �
)�د ) ( ) ( )1

1x

x u x
f x x

xe

+
− =

+
    

 �
0xو �د 1إذن  ≤ 0xxe + 1و    < 0x + )و �
4 إ�7رة   < )f x x−  إ�7رة �ھ( )u x  

 : �
�� ��ؤال ا����ق �د�
)و ��ب  ) 0u x ≤   4
)و � ) 0f x x− ]�ن  ��xل    ≥ [0,+∞  

)و ������� :  )fC  مو�د ��ت ا�����( )T   

6(   

 

   

   ا�'زء ا����ث


�دد دا�� أ�5� ل  )1�f  -� [ [0,+∞       

] ��f  -�  ��5ا�د�� ] �-  �F��ل دا�� أ�5�  fإذن  ∞+,0] [0,+∞   

�ن �x  ن�[ [0,+∞ :  

�� ا��ؤال �

� ��ب )) �� ا��زء ا�"�
� : �2د ) 1 x

x

e
f x

x e

−

−

−=
+

  

)إذن :  ) ( ) 'x

x

x e
f x

x e

−

−

+
=

+
    

]�ن  xو �
4 ��ل  [0,+∞  :( ) ( )ln lnx xF x x e x e− −= + = 0xx( =ن      + e −+ > (  

2(   

                                    : �
)�د )1

0
f x x dx i j− × ×∫

r r
A=  

)و��� أن  ) 0f x x− ]�ن  ��xل  ≥ [0,+∞  

(T)

(Cf)

2 3 40 1

1

x
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)�Iن :  )( )1

0
4 4x f x dx cm cm− × ×∫A=  

)إذن :  )
1

2
2

0

16
2

x
F x cm

 
− × 

 
A =  

)إذن :  )
1

2
2

0

ln 16
2

xx
x e cm− 

− + × 
 

A =  

)إذن :  )1 21
ln 1 16

2
e cm− − + × 

 
A=  

 : 4
)و � )( )1 28 16ln 1 e cm−− +A =  


� -أ )3
)'  �ℕن  ��nل  �د ،( )1n

n
n

v f x dx
+

= ∫ 

  ( ) ( ) ( ) ( )11 1 1

0 00 0
ln ln 1x

v f x dx F x x e e
− − = = = + = +    ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 1

1 11 1
ln ln 2 ln 1xv f x dx F x x e e e− − − = = = + = + − +    ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )33 3 3 2

2 22 2
ln ln 3 ln 2x

v f x dx F x x e e e
− − − = = = + = + − +    ∫ 

 

ن أن ��ل  - ب�
� 2n ≥  :( ) ( ) ( )1

1
n

n
f n f x dx f n

+
+ ≤ ≤∫  

�ن  •�x ∈ℝ   : ث��1n x n≤ ≤ +  �
5�  �- ا����ل  fو �د?�
�[ [2,+∞ 

)إذن :        ) ( ) ( )1f n f x f n+ ≤ ≤  

)إذن :        ) ( ) ( )1 1 1

1
n n n

n n n
f n dx f x dx f n dx

+ + +
+ ≤ ≤∫ ∫ ∫  

) إذن :       ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1 1 1
n

n
n n f n f x dx n n f n

+
+ − + ≤ ≤ + −∫  

       : 4
)و � ) ( ) ( )1

1
n

n
f n f x dx f n

+
+ ≤ ≤∫  


�# ��� ��ق أن  •��
( ) ( )1 nf n v f n+ ≤ ≤ 

)و ��� أن    )lim 1 0
n

f n
→+∞

+ )و   = )lim 0
n

f n
→+∞

=  


4 ��ب ��رھ
� ا�درك :                          I�lim 0n
n

v
→+∞

=
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  �?(�< ا��
ر�ن ا��1
س

  

I.   

1(   

� ( ) 2
lim lim 2 2 lim 2

x
x

x x x

e
g x e x x

x x→+∞ →+∞ →+∞

 
= − + = − + = +∞ 

 
 

=ن :                 

lim

lim

2
lim 0

x

x

x

x

x

e

x

x

→+∞

→+∞

→+∞

 = +∞

 = +∞

 =

  

� ( )lim lim 2 2x

x x
g x e x

→−∞ →−∞
= − + = +∞ 

=ن :         
lim 0

lim 2 2

x

x

x

e

x

→−∞

→−∞

 =


− + = +∞

  

  �7J� ����?ℝ��ق  �-  gا�دا��  -أ )2

�ن    �x ∈ℝ  :  

                        ( ) ( )' 2 2 ' 2x xg x e x e= − + = −  

):  �ℝن  xإذن ��ل     )' 2x
g x e= −  

     -ب

�                               
( )' 0 2 0

ln 2

xg x e

x

= ⇔ − =
⇔ =

  

�2
درس إ�7رة    xe − :  

  

�دول ��رات ا�دا�� g  :  

  

�  �
)�د )ln 2g  دا���� � g  -� ℝھ� ا���� ا�د
و

)إذن :  ) ( )ln 2g x g≥  ل��x  ن�ℝ  
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)إذن :  ) 4 2ln 2 0g x ≥ −   �ℝن  ��xل  <

 4
)و � ) 0g x   �ℝن  ��xل  <

II.   

  -أ )1

� ( ) 1
lim lim 1

2

x

x x
f x x xe −

→−∞ →−∞
= + + = −∞ 
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1
lim 1

2

lim

lim lim

x

x

x t
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x

x

e e
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� 

( ) 1 1
lim lim

2

x

x x
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−
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1
lim 0

lim

x

x
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e
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� ( )fC  وار�� �� ا���ه ��ور ا=را�ب �����ل �ر � �7−∞ 

 

    - ب         

� ( ) 1
lim lim 1

2

x

x x
f x x xe −

→+∞ →+∞
= + + = +∞ 
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1
lim 1

2

lim lim 0

x

x t

x t

x

xe te

→+∞

−
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 + = +∞

 = − =


  

  

�      : �
)�د ) 1
lim 1 lim 0

2

x

x x
f x x xe

−
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 − + = = 
 

 

)إذن :  )fC م��ل ا�����( )D   4د���	ر�� ��.0 ����
1

1
2

y x= �وار  +�+∞ 


-  - ج�
��� ���

درس ا�و)' ا��( )fC  م)و ا����� )D :  

�ن      �x ∈ℝ    :  
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)�د ) 1
1

2

x
f x x xe

− − + = 
 

0xeو ��� أن    − )�Iن إ�7رة  < ) 1
1

2
f x x

 − + 
 

  xھ� إ�7رة  

[ �- ا����ل  � ],0−∞  �
0x: �د )إذن     ≥ ) 1
1 0

2
f x x

 − + ≤ 
 

   4
)و � )fC  د ��ت�و( )D 
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] �- ا����ل  � [0,+∞  �
0x: �د )إذن     ≤ ) 1
1 0

2
f x x

 − + ≥ 
 

   4
)و � )fC  د �وق�و( )D 
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'

2 x

g x
f x

e
�ℝن  ��xل  =

  

 : �
)�د ) 0g x 2و   < 0xe �ℝن  ��xل   <
  

)إذن  )' 0f x �ℝن  ��xل   <
  

�ℝزاد� ?ط	�  �-  fو �
4 ا�دا�� 
  

  

  -أ )3

� f  -�  ��5��[ ]1,0− 

�  �
)�د ) 1
1 0

2
f e− = − )و     > )0 1 0f = )إذن :      < ) ( )0 1 0f f× − < 

و�د  : �[�ن ا����ل  αإذن ��ب ��رھ
� ا��م ا�و�ط ث  −1,0]��( ) 0f α =  

  

)�	�د��      - ب          )T  -
�
)���س ا�� )fC  ط� ذات ا=�5ول�
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x
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x
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����	��ل ������ ��=�زاء �
��ب :  )5
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x
xe dx

−
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∫ ∫

  

  

)����� ا��ز ا���5ور �ن   )6 )fC    نن ا��	ر�ن ����	�د���0xو ��ور ا=��5ل و ا����� 2xو    = = . 
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