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  الحسابيات

 �ذ��ر: )1

 

1(  	
 �� �����ℤ� ا��

  

م  ��bول أن  ℤ�ن  bو  ���aن ��a  و ���ب/b a  د�a.� �ث :  ℤ�ن  kإذا و k b=  
  

� ( ) /a a a∀ ∈ℤ 

� ( )( )3
/

, , /
/

a b
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∀ ∈ ⇒
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/

a b
a b a b
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∀ ∈ ⇒ =


ℤ  

  
  

2( 	
   ℤا���� ا!���د�� 

 

∗�ن  bو  ℤ�ن  ���aن 
ℕ  د زوج و �د�)�و ),q r  ن�×ℤ ℕ  : ث� �

0

a bq r

r b

= +
 ≤ <

  

  
 nا��وا
�� ��رد�د  )2

  

���nن  ∈ℕ  وa  وb  ن�ℤ  

n/إذا و
�ط إذا ��ن  ��nرد�د  �bوا
ق  ��aول إن a b−  و ���ب[ ]a b n≡  

  
 

� [ ]a a a n∀ ∈ ≡ℤ 

� ( ) [ ] [ ]2,a b a b n b a n∀ ∈ ≡ ⇒ ≡ℤ 

� ( ) [ ]
[ ] [ ]3

, ,
a b n

a b c a c n
b c n

 ≡
∀ ∈ ⇒ ≡ ≡

ℤ 

���nن  � ∗∈ℕ  وa  ن�ℤ  


(ن  n)�'  aھو ���	 ���  rإذا ��ن [ ]a r n≡
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���nن  � ∗∈ℕ  وa  وb  ن�ℤ 

   b  '�(nھو ���	 ���  r'و  a  '�(nھو ���	 ���  rإذا ��ن 


(ن : [ ] 'a b n r r≡ ⇔ =
  

  

���nن  � ∈ℕ  

( ) [ ]
[ ]

[ ]
[ ]

4, , ,
a b n a c b d n

a b c d
c d n ac bd n

 ≡ + ≡ +
∀ ∈ ⇒ ≡ ≡ 

ℤ  

  
  
  

       ( ) [ ] [ ]
[ ]

3, ,
a c b c n

a b c a b n
ac bc n

 + ≡ +
∀ ∈ ≡ ⇒ ≡

ℤ  

  

        ( ) ( ) [ ] [ ]2, ; m ma b m a b n a b n∀ ∈ ∀ ∈ ≡ ⇒ ≡ℤ ℕ  

  
  
��و)� أ,��ف ���
ؤ  �  
  

���nن  ∈ℕ  و ���ن x ∈ℤ  

�	 ,�ف ���
ؤ �x  ر�ز �-� ب� 	ا�� �و)��xأو  xا��
i

  : 	�� ��� �
]و ھ	 �.ر ]{ }/x y y x n= ∈ ≡ℤ  

 

���nن  ∈ℕ  و ���ن x ∈ℤ  وy ∈ℤ  

� { }/x x nk k= + ∈ℤ 

� [ ]x y x y n= ⇔ ≡ 

� x y x∩ = ∅ ⇔ ≡ [ ]y n 

� ℤ { }0,1,2,....., 1n n= −ℤ     ( )n ∗∈ℕ 

� x y x y+ = + 

� . .x y x y= 
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�  	
ℤا���0 و ا�/رب ���د���ن  nℤ 

�  	
 0���� ��ℤا�/رب �وز�.	 ���� nℤ 

� 0 0���� �� ھو ا�.�,ر ا�� ��د ����

 ھو ا�.�,ر ا�� ��د ������ ��/رب 1 �

� x x− =  xھو ����ل  −

  

)��ℤول أن  ), ,n + ×ℤ �و وا د� �د����� ���  

  

       
 

 ا���م ا���2رك ا!��ر  )3

 

  )دد�ن , � �ن ����ن �3ر ��.د��ن  bو  ���aن 

)ب :  bو  �aر�ز ����م ا���2رك ا!��ر ل  � ),a b∆   أو( )gcd ,p a b  أوa b∧  ب�و ھو أ��ر ��م ��2رك �و

   bو  �aط.� ��.دد�ن 

 

�ن  bو  a ���ن •
∗
ℤ 

aإذا ��ن  b d∧ 
(�4 �و�د زوج  =( ),u v  2�ن
ℤ  : ث� �d au bv= +  

�ن  bو  a ���ن •
∗
ℤ  وa b d∧ =  

'/
'/

'/

d a
d d

d b

 ⇔


  

 6وارز��� أ���دس •

∗�ن  bو  ���aن 
ℕ  

a  '�(b )ھو ���	 ���  rإذا ��ن 
0

a bq r

r b

= +
 ≤ <


(ن  )  a b b r∧ = ∧  

∗�ن  bو  ���aن  •
ℕ 

  ھو آ6ر ���	 �3ر ��.دم 
	 ا����ت ا�������� bو  a ا���م ا���2رك ا!��ر �.دد�ن 
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 ا��/�)ف ا���2رك ا!,:ر: )4

 

  )دد�ن , � �ن ����ن �3ر ��.د��ن  bو  ���aن 

)ب :  bو  aل  ���/�)ف ا���2رك ا!,:ر �ر�ز  � ),M a b   أو( )c ,pp m a b  أوa b∨  أ,:ر �/�)فو ھو 

   bو  a��2رك �و�ب ��.دد�ن 

�ن  bو  a ���ن •
∗
ℤ  وm a b= ∨ 

/ '
/ '

/ '

a m
m m

b m


⇒


  

• ( ) ( )a b a b ab∧ × ∨ = 

• ( ) ( ).ac bc c a b∨ = ∨  
  
  

5( : �-��� ���
 ا!)داد ا!و��� 

�ن  bو  a ���ن �
∗
ℤ 

     a  وb  ط إذا ��ن�
1aأو���ن 
��� ���-�� إذا و b∧ =  

  
  ) Bezout��رھ�� �وزو ( 

�ن  bو  a ���ن
∗
ℤ 

   ( )( )21 , , 1a b u v au bv∧ = ⇔ ∃ ∈ + =ℤ  

 

�ن  cو bو  a ���ن �
∗
ℤ 

( ).ac bc c a b∧ = ∧  

�ن  bو  a ���ن �
∗
ℤ  وd ∗∈ℕ 

/ ; /

1

d a d b

a b d a b

d d


∧ = ⇔  ∧ =

  

�ن  cو bو  a ���ن �
∗
ℤ 

�1aد��� :                          bc∧ =  ⇒   
1

1

a b

a c

∧ =
 ∧ =
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  ) ( Gauss��رھ�� �وص 

�ن  cو bو  a ���ن
∗
ℤ  

/ab c  ⇒   

/

/

1

a c

b c

a b




 ∧ =

    

  

�ن  bو  a ���ن
∗
ℤ  وn ∗∈ℕ  

[ ]x y n≡  ⇒  
[ ]
1

ax ay n

a n

 ≡
 ∧ =

   

  
  

ax ل ا��.�د��  )6 by c+ =  ��
2
ℤ : 

�ax.��ر ا��.�د��   by c+ �ن  bو  a �ث  =
∗
ℤ  وc  ن�ℤ  0/� وa b d∧ =  

axا��.�د��  • by c+ =  	
���ل  > 
2
ℤ  ط إذا ��ن�إذا و�/d c 

)�<�رض أن ا�زوج  • )0 0,x y  �axل ��ص �����د� by c+ = 

��و)�  �ول ا��.�د�� �ax by c+ ھ	 :  =
0 0; /

b a
S x k y k k

d d

  = + − ∈  
  

ℤ  

  

 

 ا!)داد ا!و��� : )7

 

p ���ن � ∗∈ℤ { }1,1− 

  
  −pو  pو  −1و  1أو�	 إذا و
�ط إذا ��ن �4 أر�0 �وام ���/�ط :  ��pول أن 

  
  �> ظ� :

  
 أو�	 −pأو�	 
(ن  pإذا��ن  •

 

 �� :�� د�د ا!)داد ا!و��� ا��و�طر���  •

  

���nن  ∗∈ℕ { }1  

  أو�	 : ���n �ق ھل 
  

 nأو@ � ب �

 

 ����An � دد ���0 ا!)داد ا!و��� ا!,:ر �ن  �
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 @ ���ل ا���� )�' أي �ن ھذه ا!)داد ا!و��� ا!,.ر �ن �در �ر�.4 
-و ��ون أو��� nإذا ��ن  �

  أ�� إذا ��ل ا���� )�' أ دھ� 
-و �3ر أو�	
  
 

���ن  �
1

a  ،
2

a  ، ............... ،
n

a  ن�ℤ  وp  	دد أو�( 

{ }( )1 2/ ..... 1,2,....., : /n ip a a a i n p a× × × ⇒ ∃ ∈  

 أ�داد أو�� ���p ،1p  ،2p  ، ............... ،npن  �

{ }( )1 2/ ..... 1,2,....., :n ip p p p i n p p× × × ⇒ ∃ ∈ =  
  

  

 ��رھ�� 
�ر�� : )8

 

  
  �و�ب ، �د��� : )دد أو�	 ���pن

� ( ) [ ]pa a a p∀ ∈ ≡ℤ 

�  ( ) [ ]1 1pa a p−∀ ∈ ≡ℤ  : ث���1a p∧ =  

  

 �ظ��ت ا�.د : )9

 

���bن  � ∗∈ℕ { }1  

∗�ن  �nل )دد 
ℕ  : و �دة )�' �2ل ����1ب �طر��

1 1 0......
p p

p pn a b a b a b a
−

−= + + + +  

}�ن  �i �ث : ��ل  }0,1,2,....., p  :
i

a ∈ℕ  0وpa 0و    ≠
i

a b≤ <  

)و ���ب  )1 1 0......p p b
n a a a a−=
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)�.��ر ا�.دد  � )1 1 0 10
......p pn a a a a−= 

• 0a  ��/2 ⇔زو n 

• 
0

3/
i p

i

i

a
=

=
∑ ⇔ 3/ n 

• 
1 0

4/a a ⇔ 4/ n 

• { }0 0,5a ∈ ⇔ 5/ n 

• 
0

9 /
i p

i

i

a
=

=
∑ ⇔ 9/ n 

• [ ]
: :

11
i i

i pair i impair

a a≡∑ ∑ ⇔ 11/ n 

• { }1 0 00,25,50,75a a ∈ ⇔ 25/ n  

  
 

  


