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Exercice 1 :

Soit neN
1) Montrer que 9divise10" (9n—1)+1
2) Montrer que 3divise7""* —7"

Exercice 2 :
Déterminer le reste de la division euclidienne de 100 par 13

Exercice 3 :
1) Soit x un élément de Z
Montrer que le reste de la division euclidienne de x* par 7 appartient a {0,1,2,4}

2) Montrer que pour tout a et b de Z,on a:
1/a*+b*=(7/a et 7/b)

Exercice 4 :
Soit p un entier naturel premier
1) Vérifier que si k est un entier naturel tel que 1<k < p—1 alors pdivise C,

2) En déduire, que pour tout entier n, le nombre (n+1)" —n” —1 est divisible par p
3) Démontrer que , quel que soit ’entier naturel n, n” —n est divisible par p
4) En déduire que n"" =1[p| pour tout ndeN" tel que nAp=1

Exercice S :
Soient p un nombre premier positif et » un entier naturel non nul tel que nA p=1

= -1
1) Montrer que si p estimpair alors : n > =1[p] ou n? =-1[p]

2) Montrer que n""" =1[p’]

Exercice 6 :
Soit p un nombre premier positif et a un entier naturel non nul tel que pAa=1

p—1 -1

On pose F,(a)=

p
1) Vérifier que : F,(a)eN
2) Soit beN* tel que bAp=1
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Montrer que : F,(ab)=F,(a)+F,(a)p]
stk

Corrigé de I’exercice 1

1) Soit neN
On a 10=1[9] donc 10" =1[9]
etona 9n—1=—1[9]
donc 10" (9n—1)=—1[9]
d’ou 10"(9n—1)+1=0[9] pour tout n€ N
Et par suite  9divise10"(9n—1)+1

2) Soit neN
Ona 7=1[3]

Donc 7" =1[3] et 7" =1[3]
Donc 7" 7" =0[3]

Et par suite 3divise7""* —7" pour tout n€ N

Corrigé de I’exercice 2

On a 100=9[13] donc 100° = 3(13]

Eton a 100’ =9x3[13] donc 100’ =1[13]
Donc 100" =(100°)™ x100[13]

D’ou 100" =9[13] (9<13)

Et par suite le reste de la division euclidienne de 100" par 13 est le nombre 9

Corrigé de I’exercice 3

1) Soit rle reste de la division euclidienne de x par 7
Ona: x=r[7] donc x*=r*[7]

Puisque r€{0,1,2,3,4,5,6} alors r*<{0,1,4,9,16,25,36}
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2)

1)

Donc r*=0[7] ou r*=1[7] ou r’=2[7] ou r’=4[7]
Et par suite le reste de la division euclidienne de x* par 7 appartient a {0,1,2,4}

Soient a et b deux éléments de Z
D’apres le résultat de la premiere question , on a :
a’=k[7] ou ke{01,24} et b'=k'[7] ou k'€{0,1,24}

Le tableau ci-dessous résume le reste de la division euclidienne de 4 +b* par 7

a>\p* 0 1 2 4
0 0 1 2 4
1 1 2 3 5
2 2 3 4 6
4 4 5 6 1

le reste de la division euclidienne de «”+5* par 7 est égale a 0 en un seul cas :
lorsque le reste de la division euclidienne de «” est égale a 0 et le reste de la
division euclidienne de »* estégale a 0.

@+ =0[7]=(a>=0[7] e b*=0[7))

cad. 7/a+b*=(1/a’ et 7/b°)

et puisque 7 est un nombre premier alorsona: 7/a*+b>=(7/a et 7/b)

Corrigé de I’exercice 4

Soit k€{1,2,......,p—1}

p!
Ona c,fzm donc p!=(p—k).k.C,

Etona p/p! donc p/(p—k).k\.C,

Pour tout k €{1,2,....,p—1} ona pAk=1 et pA(p—k)=1

Donc pAak!=1 et pA(p—k)!=1

Et puisque p/(p—k).k.C, alors d’apres le théoréeme de Gauss : p/C,

2) Soit neN

Ona: (n+1) :ZP:C’;n"

k=0
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—1
Donc : <n+1)p:n”+pEC n* +1
k=1

k
P
On a Pour tout k €{1,2,.....p—1} : p/C, cad. C,=0[p]

Donc ilc’; “=0[p]
par
D’ol (n+1)" =n” +1[p]
Et par suite le nombre (n+1)"—n”—1 est divisible par p
3) Montrons par récurrence que : le nombre (VneN) n” =n|p|
v Pour n=0 :
Ona 0" =0[p]
v Soit neN
 Supposons que n” =n/[p]
« Etmontrons que (n+1)" =n+1[p|
D’apres la question 2) on a: (n+1)" =n” +1[p]
Et d’apres I’hypothese de récurrence on : n” =n/[p]
Donc (n+1)" =n+1[p]
v" On déduit que : (VneN) n’ =n|p]
4) Ona (VneN') n”=n[p| donc (VneN) n(n"'—1)=0[p]
Donc p/n(n"" —1)
et puisque nA p=1 alors d’apres le théoréme de Gauss ,ona: p/n”"' -1
donc n""'—1=0[p]
Et par suite n”" =1[p]

Corrigé de I’exercice 5

1) On a p est impair donc pT_l eN

Puisque pest premier et nA p=1 alors d’apres le théoreme de Fermat : n"™" =1[p|

p—1

n? +1

p—1

1)
Etona: n’”—lz[n 2 ] —1=|n? —1
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p1 Pl
Puisque p/n”"'—1 alors p/|n? —1|ou p/|n? +1]
p—1 p—1

D’out n 2 =1[p| ou nTE—l[p]
[ 1

2) Ona n"" =1[p| donc il existe o de N tel que : "' =1+ap

Donc """ =(1+ap)’ ch ap)'
Donc "™ :1+C[l,ap+EC[’j (ozp)k
k=2

Puisque ijcﬁ(ap)kz()[pz] (car: (2<k<p) p'=0[p’]) et Clap=0[p’|
k=2

Alors n""™ = l[pz]

Corrigé de I’exercice 6

1) Puisque pest premier et pAa=1 alors d’apres le théoreme de Fermat :
a’" =1p|cad. p/a"'-1

p-1

Dot & ~leN cad. F (a)eN

p
2) D’ apres le théoreme de Fermat ,on a:

T —
Donc (ab)""' —a"" —b"" +1=0[p’]
Donc (ab)"" —1=(a"" 1)+ (b"" —1)|p?]
(Utb)V1 -1 _ a’'—1 4 b —1
p p p
Et par suite : F,(ab)=F,(a)+F,(a)|p]

Donc [p]

A\
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