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��ا�
	��� ���م ����  

2008ا����� ا����را��   

��� ا�ول : ( ��  ن ) 3ا


�� ا���اد ا������  )1  1��� �� ��ℂ  : 2ا����د��
8 17 0z z− + =  

�� ا��(%
ى ا����ي ا��$(
ب إ�& ���" �%���� ��$#" ���!�  )2   ��%�( )1 2
, ,O e e
�� ���

ا��%�,  Bو  A، ا�$�-%�, 

4a ���1ھ�� ��& ا�%
ا�� ھ��: i= 8و  + 3b i= + 

 ,2��z  �-�$31 ا��M  ى ا����ي و
6
رة  M'�31 ا�$�-�  z'�, ا��(%M  ���8ورانR  ا�9ي

1ا�%� ��1=� ھ
  ��Ω>;ه ا�$�-�  2iω = 3و زاو�%< ھ�  +

2

π
  

'�8, أن :   . أ  0,75 1 3z iz i= − − +  

6
رة ا�$�-�  3�1�C �, أن �31 ا�$�-�   . ب  0,5A  ���8ورانR  
cھ i= −  

)ج.   �8, أن:         0,75 )2b c a c− = −   C�$أن ا� D%$%Eا "FA  وB  وC �����%)�  

  

 ) : ��� ��� ا��  ن ) 3ا

�� ا��HIء ا��$(
ب إ�& ���" �%���� ��$#" ���!�   ��%�( ), , ,O i j k
� � �

)، ا��(%
ى  )P  : ا�9ي ���د�%< ھ�

2 1 0x y z+ + − =  �2�Iو ا�( )S : 2ا�%� ���د�%=� ھ� 2 2
4 6 2 5 0x y z x y z+ + − − + + =  

0,75  1(  �2�I�8, أن ��>; ا�( )S  �-�$ھ� ا�( )2,3, 1I −  
  3و أن !���=� ھ

)�, ا��(%
ى  Iأ. �8, أن �(��� ا�$�-�  )2  0,5 )P  6ھ�  

)ب. اD%$%E أن ا��(%
ى   0,75 )P  �2�Iا� J-��( )S  ة�K3 دا�)و )Γ  
  3!���=� ھ

)أ. ��د ����M �8را�%��� ���(%��"  )3  0,5 )D  ,� ا���رI  &�� دي
)و ا��� )P  

)ب. �8, أن ��>; ا��ا�Kة   0,5 )Γ  �-�$ھ� ا�( )1,1, 2H −  

  

 ) : !� ��� ا��  ن ) 3ا

  ( N����8 2, ا�%���; �8, ا��2ات�� P ) اء���%1
ي 6$�وق ��& أرJ8 >�ات �H�8ء و MFث >�ات �  


اJ8�%%��8 ��K و �8ونT� U1)  إ�Mل MFث >�ات �, ا�V$�وق 


ل ��& MFث >�ات �H�8ء  )1  1V1ل ا���%�  �� ھ
 ا

  

1  
2(  

ل ��& MFث >�ات �, NI ا��
ن ھV1ل ا���%��81, أن ا

7
  


ل ��&  )3  1V1ل ا���%���� ھ
 اX& ا��ة ���  >�ة �H�8ء وا

  

�ا#" : ( ��� ا��  ن ) 3ا

   ,2%�( )n
u : ��� ��8 �� ا��%%���� ا���د�� ا����

0
2u و  =

1

5

2 3

n
n

n

u
u

u
+ =

+
   �2�n  ,�ℕ  

�81, أن :  )1  1
n

u >   �2�n  ,�ℕ  
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  2( : JH 
1n

n

n

u
v

u

−=  �2�n  ,�ℕ  

)�8, أن   . أ  1 )n
v   �=E�Eأ ��E�$�3%%���� ھ

5
  U%<أ "F

n
v  ��P�8n  

  

1  
ب.    �8, أن :     

2

3
2

5

n n
u =

 −  
 

  �2�n  ,�ℕ  ����%%ا�� ���= U)�)F" أ )n
u  

  

) : $��%��� ا��  ن ) 8ا

  I.  ا��ا�� ا���د�� ��%�g  &�� ��)� ��8�� ℝ  :ا���� ) 2
2

xg x e x= −  

1  1(  U)�)أ )'g x  �2�x  ,�ℝ  �8, أن "Fg  &�� ا����;�[ [0,+∞  &�� ��VX�$� و] ],0−∞  

)اD%$%E أن  )2  0,75 ) 0g x > �2�x  ,�ℝ  أن Y�P )( )0 1g = (  

  II.  ا��ا�� ا���د�� ��%�f  &�� ��)� ��8�� ℝ  :ا���� ) ( )2
ln 2

xf x e x= − 

 ,2��( )C  ا����� ��� ���" �%���� ��$#"  fا��$1$& ا����( ), ,O i j
� �

.  

)أ. �8, أن  )1  0,5 )lim
x

f x
→−∞

= +∞  

  

)ب. �3�1 �, أن       0,25 ) ( )22

2

ln 2
2

2

xx

x

e xf x e

x x e x

− 
= −  − 

  �2�x  ,�∗
ℝ  

  

0,5  
)ج. �8, أن      )

lim 0
x

f x

x→−∞
9>� أن :   = )ln

lim 0
t

t

t→+∞
= (  

)د. اD%$%E أن ا��$1$&        0,25 )C  ار
�8 ����� !����� �%" ����1 ا���ھ< ∞−���  

  

0,75  
2(  �]�,  xأ. �2 ، �3�1 �, أن  ∞+,0]

2

2
1 0

x

x

e
− )و أن  < )

2

2
2 ln 1

x

x
x f x

e

 + − = 
 

  

  

0,5  
)ب. اD%$%E أن      )lim

x
f x

→+∞
= 9>� أن :  ∞+ )lim

u

u

e

u→+∞
= +∞ (  

)ج. �8, أن ا��(%��"       0,5 )D >%2ا�9ي ���د�y x=  &$1$��� �K�� رب���( )C  ار
�8+∞  

)د. �8, أن :       0,75 ) 2 0f x x− ≤  �2�x  ,�[ )و اD%$%E أن  ∞+,0] )C  Z1� �[
�( )D  ا����ل &��

[ [0,+∞  

  

)أ. �8, أن :  )3  0,75 ) ( )
( )
2

2 1
'

xe
f x

g x

−
=  �2�x  ,�ℝ  

)ب. أدرس        0,5 )'f x  �  J^ "Ff ]�ول �[��ات ا��ا��  x  ,�ℝإ!�رة �2

1  4(  `T)أ )D  و( )C  "�ا��� ��( ), ,O i j
� �

� أن ���$1$&  �� )( )C ( ف�-��-%� ا  
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��� ا�ول : ��  ()�'& ا

1(  �� �1$�ℂ  : 2ا����د��
8 17 0z z− + = 

 �$���( ) ( )( )2

8 4 1 17 64 68 4∆ = − − = − = −  

∆��80 أن  <  ,����� ,��� ��bن ا����د�� ���
1

z  و
2

z  : c�18  

( )
( )

( )
( )1 2

1 2

1 2

8 4 8 4
,

2 1 2 1

8 2 8 2
,

2 2

4 , 4

i i
z z

i i
z z

z i z i

− − − − − +
= =

− += =

= − = +

  

}و���%��8 :  }4 ,4S i i= − +  

  

6
رة  M'أ. �2%,  )2M  ���8ورانR  �-�$ا�9ي ��>;ه ا�Ω  
1ا�%� ��1=� ھ 2iω = 3و زاو�%< ھ�  +

2

π
 

) ھ� :  Rا�2%��8 ا������ ���وران     )
3

2
i

z e z

π

ω ω′ − = −  

 U)1$�
3

2
i

e

π

 :  

( ) ( )
3

2
3 3

cos sin cos sin cos sin 0 1
2 2 2 2 2 2

i

e i i i i i
π π π π π π ππ π           = + = + + + = − − = − − = −           

           
  

)إذن :  ) ( )( )1 2 1 2z i i z i′ − + = − − +  

) إذن : )1 2 1 2z i i z i′ − − = − − −  

1إذن :  2 2z i iz i′ − − = − + −  

'و ���%��8 :  1 3z iz i= − − +  

  

6
رة ا�$�-�  �C$%3�1 �, أن �31 ا�$�-�   . بA  ���8ورانR  
cھ i= − 

( )
1 3

4 1 3

4 1 1 3

c ia i

i i i

i i

i

= − − +
= − + − +
= − + − +

= −

  

  

)���$� :   . ج ) ( )8 3 8 4b c i i i− = + − − = )و        + ) ( ) ( )( ) ( )2 2 4 2 4 2 8 4a c i i i i− = + − − = + = + 

)إذن  )2b c a c− = −  

  �$���( )2b c a c− = 2إذن  −
b c

a c

− =
−
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��8 أن 
b c

a c

−
∈

−
ℝ   C�$ن ا�b�A  وB  وC �����%)�  

 : ��� ��� ا��  ()�'& ا

1(  : �$��� 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 22 2 2

2 2 2

2 2 2 2

, , 4 6 2 5 0

4 6 2 5

2 2 2 2 3 3 2 1 1 5 2 3 1

2 3 1 9

2 3 1 3

M x y z S x y z x y z

x x y y z z

x x y y z z

x y z

x y z

∈ ⇔ + + − − + + =
⇔ − + − + + = −

⇔ − + + − + + + + = − + + +

⇔ − + − + + =

⇔ − + − + − − =

  

  

 �2�Iإذن ��>; ا�( )S  �-�$ھ� ا�( )2,3, 1I −  
3Rو !���=� ھ =  

)أ.  )2 )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2

2 2 3 1 1 6 6
, 6

6 61 2 1

d I P
+ + − −

= = = =
+ + −

 

)��8 أن ب.  )( ),d I P R<  ى
�bن ا��(%( )P  �2�Iا� J-��( )S  ة�K3 دا�)و )Γ : �=���!  

( )( )( ) ( ) ( )22 22
, 3 6 9 6 3r R d I P= − = − = − =  

)أ. �$�1د ����M �8را�%��� ���(%��"  )3 )D  ,� ا���رI  &�� دي
)و ا��� )P 

    �$���( ) ( )D P⊥  و( )1,2,1n
�


ى  %)��� ���#$� �=�%�( )P  

)إذن  )1,2,1n
�

  "��%)��� �=[
� �=�%�( )D  

)و  ) ( )2,3, 1I D− ∈  

)إذن ����� �8را�%�ي ���(%��"   )D  : 
ھ
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1

3 2

1 1

x t

y t t

z t

 = + = + ∈
 = − +

ℝ  

)أي :  )

2

3 2

1

x t

y t t

z t

 = + = + ∈
 =− +

ℝ  

  

)��>; ا��ا�Kة  H  . ب )Γ  �-�$�� دي
)��& ا��(%
ى  Iھ
 ا��(�C ا��� )P  إذنH  Jط��� �-�)ھ�  )D  و

)ا��(%
ى  )P 

  : �$��� 
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2

3 2

1

2 1 0

x t

y t

z t

x y z

= +
 = +
 = − +
 + + − =

⇔       ( ) ( ) ( ), ,H x y z D P∈ ∩  

  

( ) ( ) ( )

2

3 2

1

2 2 3 2 1 1 0

x t

y t

z t

t t t

= +
 = +
 = − +
 + + + + − + − =

⇔       

                                      

2

3 2

1

1

x t

y t

z t

t

= +
 = +
 = − +
 = −

⇔         

            

( )
( )

( )

2 1 1

3 2 1 1

1 1 2

1

x

y

z

t

 = + − =
 = + − =
 = − + − = −
 = −

⇔    

)إذن ��>; ا��ا�Kة  )Γ  �-�$ھ� ا�( )1,1, 2H −  

  

 : !� ��� ا��  ()�'& ا

  

  ا�J8�%%��8 U1E " : �8��% و�8ون إ�Mل MFث >�ات �, ا�V$�وق "

 ,2��Ω  �8��%ت ھ9ه ا���
ن إ��2<  

 �$���3

7
210card AΩ = =  


ل ��& MFث >�ات �H�8ء "    2��A, ا��1ث  )1V1ا� ", ,B B B 

 : �$���3

4
24cardA A= =  

)إذن :  ) ( )
24 4

210 35

cardA
p A

card
= = =

Ω
  

  


ل ��& MFث >�ات �, NI ا��
ن "                     2��B, ا��1ث  )2V1ا� ", ,R R R       أو, ,B B B 

          : �$���3 3

4 3
24 6 30cardB A A= + = + =  

)إذن :           ) ( )
30 1

210 7

cardA
p B

card
= = =

Ω
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� "2��C, ا��1ث  )3X& ا��ة ���
ل ��& >�ة �H�8ء واV1ا� "  

C       " اء���
ل ��& MFث >�ات V1ء " ��8$& " ا��H�8 & أ�� >�ة�ل �
V1م ا��� ", ,R R R  

 : �$���3

3
6cardC A= )إذن     = ) 6 1

210 35

cardC
p C

card
= = =

Ω
  

) و �$< : ) ( ) 1 34
1 1

35 35
p C p C= − = − =  

  

�ا#" ��� ا��  : ()�'& ا

  

1(   

�  ��0n, أ] =: 

 �$���
0

2u =  

إذن 
0

1u >  

�  ,2��n∈ℕ : 

1I%�ض أن :  •
n

u > 

و ��, أن :  •
1

1
n

u +  ؟ <

 : �$���  

( )
1

3 15 5 2 3 3 3
1 1

2 3 2 3 2 3 2 3

nn n n n
n

n n n n

uu u u u
u

u u u u
+

−− − −− = − = = =
+ + + +

  

�%�اض : Pا U)�1
n

u >  

1إذن  0
n

u − )و �$<    < )3 1 0
n

u − >  

 i�9< 2و 3 5
n

u + 2و �$<   < 3 0
n

u + >  

)إذن :  )3 1
0

2 3

n

n

u

u

−
>

+
  

إذن 
1

1 0
n

u + − >  

و �$< 
1

1
n

u + >  

�  : D%$%)1
n

u >   �2�n  ,�ℕ 

 

 n∈ℕأ. ��2,  )2

   : �$���

( )

1

1

1

3 1

1 3 1 32 3

5 5 5

2 3

n

n nn
n n

nn n

n

u

u uu
v v

uu u

u

+
+

+

−

− −+
= = = × = ×

+

  

)إذن :  ) 1

3

5
n n

n v v+∀ ∈ = ×ℕ  
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)و �$< ا��%%����  )n
v   �=E�Eأ ��E�$�3%%���� ھ

5
q 0و ��ھ� ا�ول :   =

0

0

1 2 1 1

2 2

u
v

u

− −= = =  

 U%2$�
n

v  ��P�8n :  

 : �$���0

n

n
v v q= ×  

)  إذن: )
1 3

2 5

n

n
n v

 ∀ ∈ = ×   
ℕ  

   . ب

�  ,2��n∈ℕ  

     : �$��� 

                          
( )

1
1

1

1 1

1

1

1

1 3
1

2 5

n
n n n n

n

n n n

n n

n

n

n n

u
v u u v

u

u u v

u v

u
v

u

−
= ⇔ − =

⇔ − =

⇔ − =

⇔ =
−

⇔ =
 −   

  

إذن :     

 

2

3
2

5

n n
u =

 −  
 

  �2�n  ,�ℕ  

��8 أن  �
3

1 1
5

− < 3�bن :   >
lim 0

5

n

n→+∞

  = 
 

 

إذن : 
2 2

lim lim 1
23

2
5

n n
n n

u
→+∞ →+∞

= = =
 −  
 

  

  

 : $��%��� ا�� ()�'& ا

I.   

1( g &�� ق��%!M� ��8�Xℝ 

 ,2��x∈ℝ  

: �$���  

                     

( ) ( )

( )

2

2

2

2

2 2

2 1

x

x

x

g x e x

e

e

′′ = −

= −

= −
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)إذن :   ) ( ) ( )2
2 1

xx g x e′∀ ∈ = −ℝ  

                 : �$���

( ) 2

2

0 1 0

1

2 0

0

x

x

g x e

e

x

x

′ = ⇔ − =

⇔ =

⇔ =

⇔ =

  

  

]��& ا����ل  � [0,+∞  :2
1 0

xe − ≥ 

)إذن :  ) 0g x′ ≥  

  �;ا����  gإذن 

[��& ا����ل  � ],0−∞  :2
1 0

xe − ≤ 

)إذن :  ) 0g x′ ≤  

  �$�g  ��VXإذن : 

  

2(  �$���g  ��VX�$� ا����ل &��] ]��& ا����ل �;ا����  gو  ∞−0,[ )إذن  ∞+,0] )0g  ا����� ��
 gھ� ا����� ا��

 &��ℝ 

)إذن :  ) ( ) ( )0x g x g∀ ∈ ≥ℝ  

) و���$� : )0 1g =  

) إذن : ) ( ) 1x g x∀ ∈ ≥ℝ  

) و �$< : ) ( ) 0x g x∀ ∈ >ℝ  

  

II.   

)                          -أ )1 ) ( )2
lim lim ln 2

x

x x
f x e x

→+∞ →+∞
= − = +∞ 

�ن :                     
2

2
lim 2 lim 2 1

2

x
x

x x

e
e x x

x→+∞ →+∞

 
− = − = +∞ 

 
  

)و :                                )lim ln
t

t
→+∞

= +∞  

∗�,  2��x,  -ب
ℝ  

            : �$���
( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2

2 2

ln 2 ln 2 ln 22
2

2 2

x x xx x

x x

e e x e xf x e x e

x x x e x x e x

 − − −   −
 = = × = −    − −    
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إذن :        
( ) ( )22

2

ln 2
2

2

xx

x

e xf x e

x x e x

− 
= −  − 

  �2�x  ,�∗
ℝ  

���$� :         -ج
( ) ( )22

2

ln 2
lim lim 2 0

2

xx

xx x

e xf x e

x x e x→−∞ →−∞

− 
= − =  − 

  

�ن :          
2

21
lim 2 lim 2 2

x
x

x x

e
e

x x→−∞ →−∞

   − = − = −   
  

      )1
lim 0
x x→−∞

2و    =
lim 0

x

x
e

→−∞
= (  

و          
( ) ( )2

2

ln 2 ln
lim lim 0

2

x

xx t

e x t

e x t→−∞ →+∞

−
= =

−
   

2
2

xt e x

x

t

 = −
 → −∞ 
 → +∞ 

  

)���$� :         -د )lim
x

f x
→−∞

= )و    ∞+ )
lim 0
x

f x

x→−∞
=  

)ا��$1$& إذن :            )C  ار
�8 ����−∞  ��6���� ا���ه �1
ر ا� �����! ����  

2(   

]��2,   - أ [0,x ∈ +∞ : 

�  : �$���
( )2

2 2 2

2 2
1

x

x x x

g xx e x

e e e

−− = =  

)��8 أن        ) 0g x 2و    <
0

x
e �bن :   <( )

2
0

x

g x

e
>  

2�  و �$< :      �x  ,�[ [0,+∞  : 
2

2
1 0

x

x

e
− >  

� ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2

2 2

2 2
2 ln 1 2 ln 2 ln 2 ln 2 ln 2 2 ln 2

x
x x x x

x x

x e x
x x x e x e x e x x e x f x

e e

 − + − = + = + − − = + − − = − =  
   

 �]�,  xو �$<  : �2 [0,+∞  :( )
2

2
2 ln 1

x

x
x f x

e

 + − = 
 

 

)���$� :      - ب )
2

2
lim lim 2 ln 1

xx x

x
f x x

e→+∞ →+∞

 = + − = +∞ 
 

 

  �ن :        

�                 lim 2
x

x
→+∞

= +∞    

و   �
2

2 1
lim 1 lim 1 lim 1 1

ux ux u u

x u

ee e

u

→+∞ →+∞ →+∞

 
    − = − = − =    

      
 

��  "ln"و ا��ا��     ��V%�1  

) إذن :     )
2

2
lim ln 1 ln 1 0

xx

x

e→+∞

 − = = 
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)���$� :     -ب )
2

2
lim 2 lim ln 1 0

xx x

x
f x x

e→+∞ →+∞

 − = − = 
 

  

)إذن : ا��(%��"          )D >%2ا�9ي ���د�y x=  &$1$��� �K�� رب���( )C  ار
�8+∞   

  :2��x∈ℝ,      - ج     

              : �$���( )
2

2
2 ln 1

x

x
f x x

e

 − = − 
 

  

0xإذا >�ن :  � ≥ 

: �$��� 
2

2
0

x

x

e
− ≤  

إذن : 
2

2
0 1 1

x

x

e
< − ≤  

إذن : 
2

2
ln 1 0

x

x

e

 − ≤ 
 

  

)إذن :  ) 2 0f x x− ≤  

)و �$< :  )C  Z1� �[
�( )D  

0xإذا >�ن :  � ≤ 

     : �$��� 
2

2
0

x

x

e
− ≥  

إذن :      
2

2
1 1

x

x

e
− ≥  

إذن :      
2

2
ln 1 0

x

x

e

 − ≥ 
 

  

)إذن :       ) 2 0f x x− ≥  

)و �$< :       )C  ق
� �[
�( )D  

)( �ن   8�Xℝ�� �M!%��ق ��&  f -أ )3 )lnf g=  :g  &�� ق��%!M� ��8�Xℝ    و( ) ( ) 0x g x∀ ∈ >ℝ ( 

       ,2��x∈ℝ:  

                : �$���( ) ( )( ) ( )
( )
( )

ln
g x

f x g x
g x

′′′ = =  

) إذن :              ) ( )
( )
2

2 1
'

xe
f x

g x

−
=  �2�x  ,�ℝ  

)���$� :   -ب ) ( )
( )
2

2 1
'

xe
f x

g x

−
=  �2�x  ,�ℝ  
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)و ��" أن      ) ( ) 0x g x∀ ∈ >ℝ  

)إذن إ!�رة      )f x′  2ھ� إ!�رة
1

x
e −  

  و ���$� :    

        

]إذن : ��& ا����ل  [0,+∞  :( ) 0f x′ [و ��& ا����ل   ≤ ],0−∞   :( ) 0f x′ ≤  

  : f]�ول �[��ات ا��ا�� 

4(     

  

0 1

1

x

y


