2°" Sciences Mathématiques

matb. ma Série : La fonction ‘In’

~ 2eme Sciences Math. ~
La fonction ‘In’

(8 exercices résolus)

Exercice 1 :
1) Résoudre dans R I’équation : ln(x2 +6x+5)—1n(7x+17) =0
2) Résoudre dans RI’inéquation : x—1—In(x)>0

Exercice 2 :
Déterminer une fonction primitive de f dans les cas suivatns :

b f<x>:x2):—1
2) f(x)=tan(x)
B 1=
4 f<x):x><111(x)

Exercice 3 :
1) Résoudre dans R1’inéquation : x—1—1In(x)>0

2) En déduire que : (Vx>1) 0<In(x)< 2(\/;—1)

3) Montrer que lir+n ) =0
X—100 x
4) Montrer que : (Ya€Q%) lim ln—<x) =0

X——+00 xa

Exercice 4 :
1) Montrer que lim xIn (x)=0
2) Montrer que (Va € Qj) lim x* In(x)=0

x—0

Exercice 5 :
Calculer :

1) limM

=1 x—
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R Lcad)

x—0 X

Exercice 6 :
Etudier la fonction f

f(x):x—ln[l%—i]

Exercice 7 :
Soit neN avec n>3

On considere la fonction g, définie sur R*, par g, (x)=nx+2In(x)

1) Dresser le tableau de variations de g,
2) Montrer que : (VxeR") ~x>In(x)

3) Montrer que 1’équation g,(x)=0 admet une seule solution «, sur R*_ et que :

1 1
—<a, <—

n Jn

4) Déduire lim a,

n—+00

Exercice 8 :

1) Etudier la monotonie des fonctions « et v définies par :

u(x)zdn(x)—féi— , v(x)::x——l—ln(x)

2) En déduire que pour tout x de [I,+oc[,0na: S

3) Montrer que pour tout n de N*—{1} ,ona:
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Corrigé de I’exercice 1

1) Résolvons dans R 1’équation : 1n(x2+6x+5)—1n(7x+17):0

» L’équation est définie si et seulement si x*4+6x+5>0 et 7x+17>0
Ce qui est équivauta [x<—-5 ou x>-1] et x> _T”
c-a-d. x>-—1
donc I’équation est définie sur |—1,+oc|

>
In(x* +6x+5)=In(7x+17)=0 <« In(x’ +6x+5)=In(7x+17)
& X +6x+5=Tx+17
& X —x—12=0
& x=4 ou x=-3
& x=4  (-3¢]-L+od)
Donc § = {4}

2) Résolvons dans RI’inéquation : x—1—1In(x)>0
» L’inéquation est définie si et seulement si x>0
> Considérons la fonction f:x— x—1—In(x)

f est dérivable sur ]0,+oc] (somme de fonctions qui sont dérivables sur |0,+o0]

)
Soit x€]0,+oo[
Ona: f'(x)zl—iz x;I
Donc (Vxe0,+oc]) f'(x)= X;I
€ 0 1 oo
F@l  — o+
—+0o0 —+00
Sf(x) \O/

On déduit que : (Vxe€0,][U]L,+oc[) f(x)>0
Donc:  §=]0,1[U]Jl, 4o
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Corrigé de I’exercice 2
1 _ X
) Sx) X’ +1
Ona D, =R

2)

3) f(x)=

4/13

La fonction f est continue sur R donc f admet une primitive sur R
Soit xeR :

/

2
x 1o2x 1 (x+1
f(x): 2 =573 :_X( 2 )
x+1 2 x+1 2 x +1

Soit F une primitive de f sur R

1
F(x):Exln‘x2+l‘
Puisque (VxeR) 1+x* >0 alors F(x):%xln(xﬂ—l)

Dot (VxeR) F(x)=In(\x" +1)

f(x):tan(x)
Ona D, :R—{%+k7r/kez}

™ T

22
La fonction f est continue sur / donc f admet une primitive sur /

Considérons ’intervalle 1 =

Soit xe1 :

£(x)= tan(x) = S0 __cos'(x)

cos(x) cos(x)

Soit F une primitive de f sur I
F(x) = —ln|cos(x)|
Etona: (Vxe I) cos(x) >0 donc |cos(x)| = cos(x)

D’ou (Vxe1I) F(x):—ln(cos(x))

2x—73
X —=3x+1
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D, ={xeR/x—3x+1=0}

:R_{ﬁ 3+«/§}

2 2

345 3445

2 2

Considérons ’intervalle

La fonction f est continue sur / donc f admet une primitive sur /
Soit xe1 :

£ 2%—3 (xz —3x+1)/
¥ =3x+1 x—3x+1

Soit F une primitive de f sur [/

(Vxe I) F(x): ln‘x2 —3x+1‘

4) flx)=—07!

N xxIn(x)

Df :{xeR/x:cO et ln(x)¢0 et x>0}
=10,1[U ]I, 400

Considérons I’intervalle 7 =0,1]

La fonction f est continue sur / donc f admet une primitive sur /
Soit xe1 :

1
e [ In’(x)
( ) xxln(x) ln(x) ln(x)

(Vx € I) F(x) = 1n|ln(x)|

Corrigé de I’exercice 3

1) Voir exercice 1 : S =]0,1[U]L,+oq
2) Soit x€l,+oq]
v' La fonction "In" est strictement croissante sur |I,4oc|
x>1 :>1n(x)>ln(1)
=In(x)>0

v' Montrons que In(x)< 2(\/; —1)
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On a d’apres le résultat de la question 1) : In(x)<x—1

Donc ln(\/;) <x-1

Donc %ln(x) <Jx-1

(Jx>1)

Donc In(x) < 2(\/;—1)

v' Et par suite (Vx> 1 0<ln<x><2<\/;—l)

)
3) Ona (Vx>1) 0<ln(x)<2<x/;—l)

4)

1)

J}—l)

2
Donc (Vx>1) 0<ln(x)< (
X

2(Vx—1
ona im A 22
X—+00 X X—+00 X X

Donc lim hl(x) =0

X—+00 X

Soient a € Q% et x>1
In(x)

In{x®
In(x) 1 In(x)
7 « x°
On pose ¢=x"

lim t=+o0

xX—+00

Donc lim ln—<ax>: lim l><ln—<t): 0
x—+o0o  x t—+00 (y t

Corrigé de I’exercice 4

Montrons que : lim xIn(x)=0
Soit xe ]0,+oo[
On pose 1= 1
X
lim xln(x) = lim 1ln[l] = lim _ln_(t) =0
x—0 t—+o l‘ t t—+0o0 t

Donc lim ln—<x) =0
X—+00 X
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2) Soit a€Q’,

xlirorl x“In (x) = xlirorl éx" In (x“) = éxliron x%In (x")

On pose = x"

. N 1 ..
xlirorlx ln(x):Etlg)n tln(t)zO

Donc (Va€Q,) lim x"In(x)=0

x—0

Corrigé de I’exercice 5

1) Soit xe RT —{1}
ln(x) B ln(x)—ln (1)
x—1  x—1
La fonction "In" est dérivable sur R} donc fonction "In" est dérivable en fonction "In"

est dérivable en 1
Donc limM = limM
=l x—1 ol x—1

=In'(1)=1 (ln’(x):i )

2) On pose t=x+1

lim ln(x+1) ~lim ln(t) _q
x—0 X t—1 [_1

Corrigé de I’exercice 6

1) Ona f(x):x—ln[l%—i]

Df:{xeR/xio et 1+l>01l
X

1 x+1

1+—>0 = >0
X

X
& xE]—oo,—l[U]O,—i—oo[

Donc D, = |—00,—1[U]0,+o0

v" Au voisinage de +oo

lim f(x): lim x—ln[H—l]
x—+00 X—+00 X
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On a lim 1+l:1 et limln(x)zo

x—+00 X x—1

Donc lim ln[1+1]:0
X

x—+00
D’ou lim f(x)=+o0
X—+00

v" Au voisinage de 0"

On a liq1+l:+m et lim ln(x):—l—oo

x—0 X X—+00

x—0T

Donc lim In [1 —I—l] =400
X

Et par suite lim f(x)=—oc

x—0

v" Au voisinage de —1~

On a lim H—l:O+ et lim ln(x):—oo
x——1" X x—0"

Donc ‘li?7f<x): +o0

v" Au voisinage de —

Ona lim1+L=1 et limIn (x) =0

X——00 x X

X——00

Donc lim In [l—l—l] =0
X

Donc D’ou lim f(x)=—o00

X——00

On a f est dérivable sur D, ( somme de deux fonctions qui sont dérivables sur D, )

Soit xe ]—oo,— l[ U ]0,—|—oo[

/
1 1
1+] 1 2
' :1_[ X) g x_qyb rAxdl
(%) P R P R oy
X X

Ona: (vxeD,) f'(x)>0

€x — 00 —1 0 —+00

() + \ THAAA +

DS A

v Ona lim f(x)=-o0 et lim f(x)=-+o0

x—0 x——1"
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Donc (C f) admet une asymptote verticale d’équation x=0 au voisinagede 0 a
droite
Et (Cf) admet une asymptote verticale d’équation x=—1 au voisinage de —1 a

gauche
v Ona lim f(x)=+oc0 et lim f(x)=—o0

X—+00

Et1m1f(@—x:1m1—mb+ljzo
x

‘X‘H‘FCX? ‘x~>+oo
Donc (C,) admet un asymptote oblique d’équation y = x

au voisinage de +oo et au voisinage de —oo

y
5+
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Corrigé de I’exercice 7
1) La fonction g, est dérivable sur |0,4o0| ( somme de fonctions dérivables sur

10,++00] )
Soit xe ]0,+oo[

g (x)=(nx+ 21n(x))l —nt 2l
X
Donc : (Vx€]0,+oc[) gl (x)>0
Et par suite g, est strictement croissante sur |0,+o0]

v' lim g,(x)= lim nx+2In(x)=+o0
X—+400

X—+00

v limg, (x)= 93}nx—|—2ln(x) =—00

x—0

x>0 x>0
ac 8] —+oco
an() || +
0
an(x) /
—C

2) Montrons que : (VxeR’,) Vx> 1n(x)

Considérons la fonction #: x+— +/x —In(x)

La fonction h est dérivable sur 0,+oc| ( somme de fonctions dérivables
sur ]0,+o0| )
Soit x € 0,400

1 1 Jx-2

'
h’(x)z(x/;—ln(x)) =y >

W(x)=0&x=4

On a 2x>0 donc #'(x) ale méme signe que ~/x -2

Si 0<x<4 alors Vx—2<0 donc #'(x)<0 c'est-a-dire que & est strictement
décroissante sur |0,4]

Si x>4 alors Vx—2>0 donc W' (x)>0 c'est-a-dire que & est strictement croissante
sur |4,-+oc

Donc h(4) est un minimum de A sur ]0,+oc
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3)

4)

1)

11/13

Donc (Vx€]0,400) A(x)>

Donc (Vx€0,+o0]) h(x)>2- 21n(2) >0
Donc (Vx€]0,+00]) vx—In(x)

Et par suite  (VxeR",) \/_>ln

Soit neN avec n>3

La fonction g, est continue et strictement croissante sur ]0,4-o0| et g, (]0,+oc[) =R
Donc  0¢€ g, (J0.+oc])

Donc I’équation g,(x)=0 admet une seule solution «, sur R*,

. 1 1
Puisque g |—|=1—2In(n) et —|=Vn—In(n
q gn n ( ) gn \/;] ( )
Alors g [1]<0 et g 1 >0
n n n \/;
Donc : l<an<L pour tout neN avec n>3
n Jn

Puisque l <a, < 1 pour tout neN avec n>3 et lim 1= lim —

\/; n—+o00 p n—+00 \/_

Alors lim a, =0

n—+00
Corrigé de I’exercice 8

» La fonction u est dérivable sur ]0,+o0]

Soit xE]O,—f—oo[
On a
1/
/ — 1 _x_
0(x) =[mo-
_1 1
_X X2
_x—1
==
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u'(x) =0ex=1
On a x* >0 donc u'(x)ale méme signe que x—1
Donc (Vxe[0,1]) u'(x)<0 et (Vxel,+oo]) u'(x)>0
D’ol uest strictement décroissante sur ]0,1] et u est strictement croissante sur
14
= La fonction v est dérivable sur |0,+oc|
Soit x €]0,409]
Ona

v'(x) =0 x=1
On a x>0 donc v(x)ale méme signe que x—1
Donc (Vxe[0.1]) V(x)<0 et (Vxe|l+oc]) v/(x)>0
D’ou vest strictement décroissante sur 0,1] et v est strictement croissante sur

[1,+00]

2)  Soit xe]l,+o0]
On a u est strictement croissante sur [I,+oo| donc u(x)> u(1)

x—1

Donc u(x)>0 c'est-a-dire <Inx

X
Eton a v est strictement croissante sur [1,+-oc[donc v(x)> v(1)

Donc v(x)>0 c'est-a-dire Inx<x—1

<lhx<x-1

Et par suite pour tout x de Jl,+-o0[,ona: =
X

3) SoitneN*—{l}
Onae>1 donc #e>1

D’apres le résultat de la question 2) , on a : \/_f/__l <Infe <tfe—1
Ve
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Donc \/;_1<l<%—1
e T n

1

—+1<¥e
Donc | n ¢
nile —n< e
Lo
n

e <

Donc |

n—1

Done 144 < e <1
. 1
n

1

-]
n

Donc 1+1] <e<

n

Et par suite pour tout » de N"—{1} ,ona: [H——] <e< Y
n
1_]

13/13
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