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~ Deme gnnée Sciences Math. ~
Le théoréeme des accroissements finis
Le théoreme de Rolle

(9 exercices résolus)

Exercice 1 :
Soit fla fonction définie sur R par: f(x)=x(x+1)(x+2)(x+3)
Montrer que 1’équation f’(x)=0possede exactement trois solutions dans R

Exercice 2 :
1) Montrer que I’équation sin(x)=x* admet au moins une solution dans R

2) Montrer qu’il existe ce R tel que : cos(c)—2c=0

Exercice 3 :
1) Montrer que : (V(x,y) € R?) [sin(x)—sin(y)|<[x—y|
2) En déduire que : (V(x,y)€R?) |cos(x)—cos(y)| <|x—y|

Exercice 4 :

Montrer que : |V(x,y)€

%ﬂg“] tan(x)— an (5)] > 1~

Exercice 5 :
Soit f une fonction définie et dérivable sur [0,1]tel que :

(Vx o, l]) f(x)=2x3x*+1
Et soit g la fonction définie sur [0,1] par : (vx€[0,1]) g(x)= %(1 = x)[s (1+ x2)4 _1)

1) Montrer qu’il existe ade |0,1] tel que g'(a)=0
2) En appliquant le théoréme de Rolle a la fonction 4 sur [0,a] tel que
h(x):—% ) —1]+(1—x)f(x)

Montrer que : (3c€0.1]) f'(c)>2f(c)
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Exercice 6 :

Soit f la fonction numérique définie sur R* par : f(x)= sin(%/; ) —3x

in (x) — x)-1
1) Soit xe R}, montrer qu’il existe ¢, de |0,x’| tel que : sin (x)— x _L COS( x)

T

sin(x)— X

2) Calculer la limite suivante : lim :

x—0 X

Exercice 7 :
Soient fet gdeux fonctions continues sur [a,b|et dérivables sur |a,b[tel que :

(Vx € ]a,b[) g'(x)=0

1) Montrer que g est injective

2) Montrer que : (3c€la.b]) _ ()

Exercice 8 :

Soit p€l0,1]
Montrer que : (VneN) B Jj)“’ <(n41) —n" < nfp
Exercice 9 :
Montrer que : (Vx> 0) J:C - < Arctanx < x
X
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Corrigé de I’exercice 1

Ona f(x)=x(x+1)(x+2)(x+3)
Soit xeR
Ona f(x)=0 & x=0 ou x=-1 ou x=-2 ou x=-3
Done £(0)= (~1)= £(~2)= (-3)
v’ f estcontinue sur [—3,—-2]
f est dérivable sur |-3,-2]

f(=3)= f(—2)Donc d’apres le théor¢me de Rolle

Donc d’apres le théoreme de Rolle : il existe ¢, €|-3,—2[ tel que || f'(¢,)=0|| (1)

v’ f est continue sur [—2,—1]
fest dérivable sur |-2,—1]

f(=2)= f(=1)Donc d’apres le théoreme de Rolle

Donc d’apres le théoréme de Rolle : il existe ¢, € |-2,—1] tel que || f/(c,)=0| (2)

v’ f estcontinue sur [—1,0]
f est dérivable sur |-1,0]
f(=1)= f(0)Donc d’apres le théoréeme de Rolle

Donc d’apres le théoréme de Rolle : il existe ¢, € |-1,0] tel que || f'(c,)=0|| (3)

D’apres (1),(2) et (3) on déduit que I’équation f'(x)=0 admet trois solutions dans R
Remarque : f’(x)est un polyndme de troisicme degré donc 1’équation f'(x)=0possede

exactement trois solutions dans R

Corrigé de I’exercice 2

1) Considérons la fonction f définie sur R par: f(x)=sin(x)—x’

. . ™o
v' f estcontinue sur R donc f est continue sur |—,

v f[ﬁ _y2 7
4 2 16 T m
M ol
fﬂ—‘?
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Donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires : il existe o € ) tel que

fla)=0
2) On a festdérivable sur R et (VxeR) f'(x)=cos(x)—2x
Donc  cos(x)—2x=0 < f'(x)=0
On considére I'intervalle [0,q] :
v' Ona f est continue sur [0,a], f est dérivable sur |0,a] et f(0)=f(«)

Donc d’apres le théoréme de Rolle :
Il existe c€[0,a] tel que f'(c¢)=0
On déduit qu’il existe c€R tel que : cos(c)—2¢=0

Corrigé de I’exercice 3

1) Considérons la fonction f définie surR par: f(¢)=sin(r)
v" Soient xet y deux éléments de R tels que : x=y
On a fest continue sur R donc elle est continue sur I’intervalle fermé 7 d’extrémités xet y
Et on a f est dérivable sur R donc elle est dérivable sur 7
Donc d’apres le théoréme des accroissements finis : il existe ce7—{x, y} tel que :
fx)=1(y)=f(e)(x=v)
c.-a-d. sin(x)—sin(y)=cos(c).(x—y)

sone B0
x—y

on sait que cos(c)[<1

donc Sln<x>— S1n (y) S |
x—y

Donc [sin(x)—sin(y)| <|x—y (I)
v Si x=y : Larelation (1) est vérifiée
On déduit que : (V(x,y)eR?) |[sin(x)—sin(y) <|x—)]
2) D’aprés le résultat de la question 1) : (V(a.b)€ R?) |sin(a)—sin(b) <|a—b|

Soient xet y deux éléments de R
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Posons a=—~—x et bzz—y
2 2

sin[z—x]—sin[z— ]
2 2 Y

Donc |cos(x) - cos(y)| < |y - x|

Donc <

R

D’ou (V(x,y) € Rz) |cos(x)—cos(y)| <|x—)|

Corrigé de I’exercice 4

™ T
b

Considérons la fonction f définie sur _7 | par: f(t)=tan(r)

v" Soient xet y deux éléments de R tels que: x=y

- T
—,—

On a fest continue sur donc elle est continue sur I’intervalle fermé 7 d’extrémités x

et y

-7
——

Et on a f est dérivable sur donc elle est dérivable sur I

Donc d’apres le théoréme des accroissements finis : il existe ce1—{x, y} tel que :

Fx)=1(y)=Fe)(x—v)

c.-a-d. tan(x)—tan(y)= (1 + tan’ (c)).(x— y)

tan(x)—tan(
x—y

donc

y)| :‘1+tan2(c)‘
on sait que ‘l—i—tanz(c) >1

donc

tan(x)—tan(y)| -
xX—y |_
Donc |tan(x)—tan(y)| > |x— y| (1)

v Si x=y : L arelation (1) est vérifiée

2
-7 T

> |tan(x)—tan(y)|2|x—y|

On déduit que : |V(x,y)e
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Corrigé de I’exercice 5
1)
vV ogix— %(1 —x) est continue sur [0, 1]
voxe (14 x2)4 est continue et positive sur [0,1]
Donc x— 3 (1+x2)4 est continue sur [0, 1]
Donc g,:x— {(1+*)" —1 est continue sur [0,1]
%+ Etpar suite g= g x g, est continue sur [0,1]
vViogixe %(1— x) est dérivable sur |0,1]
vV ox— (1 +x2)4 est dérivable et strictement positive sur |0,1]
Donc x+— 3 (1+x2)4 est dérivable sur |0,]]

Donc g, :x+ 3(1+x*) 1 est dérivable sur ]0,1]

*» Et par suite g= g x g, _est dérivable sur |0,]]
“» Etona g(0)=g(1)=0
Donc d’apres le théoréme de Rolle : ade |0,1] tel que g'(a)=0

2)

v fix——=

i ﬂ3/(1+x2)4 —1] est continue sur [0,a] ( [0,a]C[0,1] )

f est continue sur [0,a] car elle est dérivable sur [0,1]

<

v’ f,:x—1—x est continue sur [0,a]

% Donc h= f,+ f,x f est continue sur [0,c]
Vo fixe =

i ,3/(1+x2)4 —1] est dérivable sur |0,q]

f estdérivable sur ]0,a| car elle est dérivable sur [0,1]

<

v’ f,:x—1—x dérivable sur |0,q]
%+ Donc h= f,+ f, x f est dérivable sur|0,a]
v Ona h(0)=0
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Donc h(a)=g'(a)=0
D’oul /i(a)=h(0)
Donc d’apres le théoréme de Rolle : il existe c¢€]0,1] tel que : A'(c)=0

Et on a pour tout x de |0,af : A'(x)==2f(x)+(1—x)f'(x)
—(2/(c)

—C
>1

Puisque #'(c)=0 alors f ’(c):l

Et comme 0<c<a<1 donc

D’odl ﬁ(2f(c))22f(c) ((vxe[01]) f(x)=0)
c.-a-d. f'(c)>2f(c)
Donc (3c€l0.1) f(c)>2f(c)

Corrigé de I’exercice 6

1) Soit xe R} :
Ona f estcontinue sur [0,x'| et dérivable sur |0, x|

Donc d’apres le théoreme des accroissements finis : il existe c, € ]O, x3[ tel que :

f(¥)=1(0)

=0

=f'(c.)

Ona: (VieR]) f/(t):l M

G
snio)=x 1, eold)

Dongc il existe ¢, de |o,x tel que : o 3" ( %/;)2
in(x)—x 1 cos(¥x)-1

2) On apour tout xeRY il existe ¢, de |0,x'| tel que : i Sk SV

T

Puisque lime, =0
X—> i
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. sin(x)—x COS(Q/;)_I 1— cos(t) 1 1 1
aIOI‘S hm—3—hm X—— 3 —11m——><—2:——><—:——
X0 X 0" 3 ( 3/;) =0 3 t 3 2 6
et puisque la fonction x — M est paire
X
alors Tim SR =* _ 1
x—0~ X 6

8/9

2) Considérons la fonction /2 définie par : (Vx€[a.b]) h(x)= f(x)-

. . sin
et par suite hn’(%— EE—
X—

Corrigé de I’exercice 7

1) Soient xet y deux éléments de [a,b] tels que : x=y

v g est continue sur I’intervalle fermé d’extrémités xet y
v' g estdérivable sur I’intervalle ouvert d’extrémités xet y

D’apres le théoréme des accroissements finis , on a :
(Baclat]) g(x)-g(y)=¢'(a)(x-y)

Puisque (Vx€a.b) g'(x)=0 alors g'(a)=0
Done g(x)—(y) =0

D'ob g(x)= g()

Et par suite g est injective

f(b)—f(a)
g(b)-g(a)

v' h est continue sur [a,b] (car fet g sont continues sur [a,b] )

8(x)

v' h est dérivable sur |a,b[ (car fet g sontdérivables sur |a,b] )
v" h(a)=h(b) (un simple calcul )
D’aprés le théoréme de Rolle : (3c€a.b]) #'(c)=0

Q=

c.-a-d. (Elc € ]a,b[) f(c)= w.g/(c)

puisque g'(c)=0 alors (3c€]a.b])
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Corrigé de I’exercice 8

Considérons la fonction f:¢+s¢”

Soit neN
v’ f estcontinue sur [n,n+1] (p>0)
v' f estdérivable sur |n,n+1| (p>0)

D’apres le théoréme des accroissements finis :
Il existe c€ln,n+1] tel que : f(n+1)—f(n)=f'(c).(n+1—n)= f'(c)

p— 14
Or f’(t):p.ﬂ l:tlTp

14

Onan<c<n+1 etlafonction f':t— p= est décroissante (p<l0,1] )

Donc f'(n+1)< f'(c)< f'(n)
Donc f/'(n+1)< f(n+1)— f(n)< f'(n)

Dot (VneN) —L2— <(n+1)—n <L

(n—l—l)H) n

Corrigé de I’exercice 9

Soit x>0
v" La fonction "Arctan" est continue sur [0,x] ("Arctan" est continue sur R )

v' La fonction "Arctan" est dérivable sur [0,x] ("Arctan" est dérivable sur R )
D’apres le théoréme des accroissements finis : il existe ¢, €]0,x] tel que :
Arctan(x)— Arctan(0) = Arctan’(c,).(x—0)

X
1+¢?

X

Donc : Arctan(x)=

1
Ona 0<c¢, <x donc "

X X
<

Donc > <——
I+x" 1+c

<Xx

X

D’ou (Vx>0) < Arctanx < x

+ X7

D<K
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