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Les ensembles et les applications

(Série #2 : 10 exercices résolus)

Exercice 1 :
Soient f :N - Net g :N - Nles applications définies par :

k /2 si k est pair
(k —1)/2 si  k est impair

a) Etudier I’injectivité , la surjectivité et la bijectivité de f etde g

Ok ON,f (k) =2k et g(k)={

b) Préciser les applications g of et f og
Etudier leur injectivité , surjectivité et bijectivité

Exercice 2 :
on considere I’application f : NxXN - N définie par : f (x , Y ) =x +y

1) Montrer que I’application f est surjective
2) Montrer que f n’est pas injective

Exercice 3 :

On considere I’application f : R — R définie par : f (x ) =x’+x -2
1) Montrer que f est injective
2) En déduire les solutions de 1’équation f (x ) =0

Exercice 4 :
On considere deux ensembles non vides E et F', et soit f : E — F une application .
1) Soient A et B deux éléments de fP(E)

a) Montrer que si A [l B alors f (A) uf (B)
b) En déduire que f (A nB)Of (A)nf (B)
¢) Montrer que f (AOB)=f (A)Of (B)
2) Montrer que si f est injective alors pour tous A et B deux éléments de fP(E ) :
Onaf(AnB)=f(A)nf(B)
3) Montrer que : f est bijective si et seulement si pour tout partie A de E :
Onaf (Cp)=ci®
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Exercice 5 :
On considere deux ensembles non vides E et F, et soit f : E — F une application .
Soient A et B deux éléments de fI’(F )

1) Montrer que si A OB alors f 7' (A) Of ™' (B)
2) Montrer que f (A nB)=f"(A)nf ' (B)
3) Montrer que f '(AOB)=f"(A)0f ' (B)
4) Montrer que f ' (C?) =C£_I(A)

Exercice 6 :
On considere deux ensembles non vides E et F, et soit f : E — F une application.
1) Soit A un élément de &(F)

Montrer que f (f (A )) OA
2) Montrer que : f est surjective si et seulement si pour tout A de fP(F ) :

Fr'(a))=a

Exercice 7 :
Soient f :E - F et g : F — G . Etablir les implications suivantes :
a) g of injective = f injective
b) g of surjective = g surjective
c) gof injective et f surjective= g injective
d) g of surjective et g injective = f surjective

Exercice 8 :

Soient E,F et G trois ensembles , f :E - Fet g,,8,:F -G

On suppose que f est surjectiveet g, of =g,of . Montrer que g, = g,
Exercice 9 :

On considere 1’application 2 4

Montrer que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque
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Exercice 10 :
f: R - R

On considere 1’application X (1 -X )2

X
(1+x7)
1) Vérifier que : (Dx DRD) f (lj =f (x)
X
2) Montrer que f n’est pas injective
3) Montrer que : (Dx I]]R) f (x)si

4) Montrer que f n’est pas surjective
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Corrigé de I’exercice 1

a) Ona

k 0123 . . . k 0123
f(k)|0 2 4 6 .. . . g(k)[0 0 11

f estinjective car :
f(k)=r(k") = 2k=2k
= k=K'
Mais non surjective car les nombres impairs ne sont pas des valeurs prises .
g est surjective car 2y est un antécédent de y mais non injective car un nombre
pair et ’impair qui le suit
Prennent mé€me valeur par g .

b) D’une part g of (k):k donc g of =1d
D’autre part
k si k est pair
k)=
(f Og)( ) {k -1 sinon

g of estbijective . f o g n’est ni injective , ni surjective.

Corrigé de I’exercice 2

1) Soit n N
P Sin=0alors f(0,0)=0=n
P Sin=1alors n=(n-1)+let (n-1)ON
D’ou f (n —1,1) =n
Donc I’équation f (x , Yy ) =n admet au moins une solution dans NxN

Et par suite f est surjective .

2) Ona f (2,3)=5et f (3,2) =5donc f (2,3) =/ (3,2) mais (2,3) #(3,2)
Donc f n’est pas injective .
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Corrigé de I’exercice 3

1) Soient x et y deux éléments de R tels que : f (x ) =f (y )

2)

5/13

1)

Onax’+x-2=y’+y-2c-ad x’—-y’+x-y =0
Donc (x—y)(x2+xy +y2+1):O
2 2
1 1 | 3

Onax’+xy+y>=|x+— ——y +y’i=|x += +y?

yTy ( 2}’) 4y y 2}’ 4y
Donc x*+xy +y°+1>0
Dou x —y =0c.-a-d. x =y

Et par suite f est injective.

v Onaf (1) =0 donc lest solution de I’équation f (x ) =0
v" Si a est une autre solution de 1’équation f (x ) =0

Alors f (a) =0

Donc f (a) =f (1)

Et puisque f est injective alors a =1
D’ou 1est 'unique solution de 1’équation f (x ) =0

Corrigé de I’exercice 4

a) Soit y Of (A)
Il existe x [JA tel que y =f (x)
Puisque A [1 B alors x [IB d’ou f (x)Df (B)
Donc y Uf (B)
Et par suite pour tout y de f (A)on ayuf (B)
c-a-d. f (A)Of (B)
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b) Ona A n B [JA donc d’pres le résultat de la question précédente :
f(AnB)Of(A)
De maniére symétriqueona: f (A N B) af (B)
Donc f (AnB)Of (A)nf (B)

c)
v Ona A A OB donc le résultat de la question 1)a) on a:

f(A)Of (AOB)
De maniere symétrique on a : f (B)D f (A I:IB)
Donc f (A)Of (B)Of (AOB)
v Soit y Of (A OB)
Il existe x HA LB tel que y =f (x)
« SixOAalors y Of (A)
. SixDBalorsny(B)
D’ou y Of (A)Of (B)
v Etparsuite f (AOB)=f (A)0Of (B)

2) Supposons que f est injective et montrons que pour tous A et B deux éléments de

6/13

fI’(E):
Onaf(AnB)=f(A)nf(B)
Soient A et B deux éléments de fP(E )
v’ D’apreés le résultat de la question 1) b)on a: f (A N B) af (A) nf (B)
v Soit y Of (A)nf (B)
Ona yOf (A)et y Of (B)
Donc il existe x [JAtel que y =f (x)et il existe z 1B tel que y =f (z)
Et puisque f estinjective et f (x)= f (z)alors X =z
Donc il existe x JA n B telque y =f (x)
c-a-d. yOf (AnB)
douf(A)nf(B)Of (A nB)
v’ Etparsuite: f (AnB)=f (A)nf (B)
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3

) v" Supposons que f est bijective et montrons que pour tout partic A de E :
Onaf (Cp)=Ci?
Soit A DfP(E). On pose B =C}
On a E =A 1B etd’apres le résultat de la question 1)c) :
f(E)=f(AOB)=f(A)Of (B) c-a-d. F=f(A)Of (B)
( sachant que f (E ) = F car f est surjective )
Ona A n B =0 et puisque f est bijective (f est injective) alors d’apres

le résultat

de la question 2),on a: f (A) nf (B) =

done f (B)=C1" cad. f (Cp)=Cf™.
v" Supposons que pour tout partie A de E : f (C 2 ) =C f:(A) et montrons

que f est bijective.

e OnaE =A[C] etd apres le résultat de la question 1)c) :
f(E)=f(A)0f(ct)
Donc f (E)=f (A)OC,™ c-a-d. f (E)

Donc f est surjective

F

e Soient x et y deux é€léments de E tels que x #y
On pose A ={x}
OnayOA(carx #y) c-ad. yOCp coa-d. f(y)Of (C})
Donc f (y)l]Cf;(A) c-a-d. f (y)Df (A)
d’oflf(x)if (y) (carf(x)l]f (A))

donc f est injective
et par suite f est bijective.
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Corrigé de I’exercice 5

1) Soit x Of ' (A)
Onaf (x)DA et puisque A [ B alors f (x)DB
Donc x Of 7'(B)
Et par suite f ' (A)Of ™' (B)

2) Ona:
£ (AnB) ={x OE/f (x)DA n B}
={x DE/f (x)OA et f(x)OB}
={x DEf (x)0A} n{x DE /f (x) 0B}
=f(A)ns7'(B)
Donc f "(AnB)=f"(A)nf"(B)

3) Ona:
f(ADB) ={x DE/f (x)0A OB}
={xOE/f (x)DA ou f(x)OB}
={x DE/f (x)0A}O{x DE /f (x)OB}
=/ "(4)0f (8
Donc f '(AOB)=f"(A)0f " (B)

4) Ona:
£ (ct) ={xDE/r (x)OCH}
={x DE /f (x)DA}
ci W ={xoE/x O (A)
={x DE /f (x)DA}
Doncf_l(C;‘):Cé_l(A)
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Corrigé de I’exercice 6

1) Soit x Of (£ ™' (4))
I existe y Of "' (A) tel que x =f (y)
Ona y Of "(A)donc f (y)OA d’ot x DA
Donc pour tout x de f (f - (A)) ona x JA

c-a-d. f(f7(4))DA

2)
v" Supposons que f est surjective et montrons que pour tout A de fl’(F ) :
Fr(a))=a
Soit AOP(F)
P D’aprés le résultat de la question 1) : f (f - (A )) A

b Soit x OA
On a x LJF et puisque f est surjective alors il existe y [JE tel que

x=f(y) douyOr(A)
Done x Of (f ™' (4))
Donc A Of (f(A))
Et par suite f (f 7' (4))=A
v Supposons que pour tout A de P(F) : f (f "'(A))=A et montrons que

[ est surjective.
Ona FO$(F) donc f (f _I(F)) =F
Et puisque f (F ) =FE alors f (E ) =F c.-a-d. f est surjective .
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Corrigé de I’exercice 7

a) Supposons que g of est injective
Soient (x,x")OE?
Si f (x):f (x')alors g (f (x )) =g (f (x'))
Or g of estinjective , donc x =x'

Ainsi f est injective

b) Supposons que g of est surjective
Soit z LG .il existe x L E tel que z =g(f (x)) Pour y =f (x)DF,ona g(y):z

Ainsi g est surjective

c) Supposons que g of est injective et f est surjective

D’apres le résultat de la question a) : f est injective et puisque f est surjective alors
f estbijective.
g = ( gof ) of ~'est injective par composition d’applications injectives

d) Supposons g of est surjective et g est injective
D’aprées le résultat de la question b) : g est surjective et puisque g est injective alors
g est bijective.

f=g'o ( gof )est surjective par composition d’applications surjectives.

Corrigé de I’exercice 8

Soit y OF
Il existe x UE telque y =f (x)etalors gl(y):(glof)(x):(gzof)(x):gz(y)
Donc g, =g,
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Corrigé de I’exercice 9

Montrons que f* est une bijection

3 . ) :
c.-a-d. pour tout y de [Z’ﬂ{ : ’équation f (x ) = y admet une solution unique dans

f(x):y = x2+x+1:y
2
= (x+lj +§:y
2 4
2
= (x+l) :y—g
2 4
ol VY T4
X+l_ —g ou x +—=- —é
2> \7 4 Y73
x——l+ —i ou x——l— —i
>\ g > Vg
-1)_3
v Onaf|—|==
)
‘/Sly>E alors x:—l+ y—§>—l etx:—l— y—§<_l
4 2 4 2 2 4 2

Donc pour tout y U [%, +00[ il existe unique

X :_%4. /y —%D{—%,+oo|:tel que: f (x)=y

Et par suite f* est une bijection et sa bijection réciproque “est défini
par :

f_l; |:%,+oo|: N {_71,+oo|:
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Corrigé de I’exercice 10

1) Soit x OR"

X

Ona:f(lJ: ;(1_;)2 %(x ) _x(x ‘1)22

2) On 40R" et iDRD

f&}:f (4) et i¢4

Donc f n’est pas injective

3)
v Ona:f(O):OSi
v’ Soit x OR"
Ona:
f(x)si - 4x(x2—2x+1)Sx4+2x2+1

= xt=4x*+10x2—-4x +1=20

[\S}

X X

2
= X (x +lj —4()6 +l)+8 >0
X X

1 2
= x{(x +——2j +4:|20
X

La derniére proposition est vraie pour tout x [ R"

= X x2+%—4(x+l)+10 >0

(3]

1
Do pour tout x OR": f (x)SZ
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Et par suite : (Elx DR) f (x)s

-

4) On a pour tout x LIR :f(x)si donc (I:Ix I:I]R) f(x)¢3

Donc le nombre 3 n’a pas d’antécédents par f
Et par suite f n’est pas surjective .

DD K
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